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ELHLEILITHEXG.

Iin n-reihiges lineares Gleichungssystem von der Form

-E'H ""JI)K,! + aﬂ x’.- * aﬂ }{1 T s sessasa + E.‘-?' j{” L ':'
By Xy o+ (8 =A)x, + 83 X3 + seeserse * 8y, X, =0
gy X + By Tz + (Bp=AIKy + coiesies 83y X, = O (4)

L] " L3 L] L] L] -
ﬂ"l X.‘ + anz xl +* ﬂ'ﬂ: 'JCJ e T N EE ] +(a"“ "'Q}er‘ :.-
ibesitzt, abgesehen von dem Sonderfsll, dass alle Xy verschwinden:
x,{ E]{L =}:3 B satasennw =X“ ':': 'l
‘denn und nur dann eine Liésung, wenn der rPerameter)einen Vert oe-
gitet, der die laupbtleterminante des Gleichungasysteams (1) zum
[ Terschwinden bringb:

(a, =L) B 8y o W
al{ (alz -lj al: - - - » E'lln
& g Hps Bya i ek el

Die n "Eigenwerte" lq : lz . l; b A e ln , die diesar
Bleichung, der "Sikulargleichung® reriigen, kann men z.3, dadurech
bestimmen, dass man die Determinante susmultiplizierts man erhilt

beine Gleichung n=-ten Grades fiir 1 3

B . () = ek T T L vk Ak, w0 . (3)

Die n furzeln dieser Gleichung sind die Iisenwerte des Gleichungs-—
gysteme (1),
Jedem Higenwert eabtspricht eine "Bigenlésunz" der Eleiahnngenﬂl

d.h. ein bestimmbtes Verheéltnls der Unbekannsen Xq § X913 xg;...;xnt
Die sbsolute Grisse der Werbe x,, Mgy .4ss)Xpist durch die Glei-
chungen (1) nicht festgelegt. ian kenn die Eigenl&sunpgen bestim-
men, indem man die eus Gleichung (2) berechneten Eigenwerte in
i Gleichung ({1 ) einsetzt.

| Beispiel: Gepgeben sei das Gleichungssysten

(10=A) x + 10 ¥ + Oz = O

10 x + (5=-A) 7 + 22=0
O*x + 2y +({1-1A) z =0,



¢.) Bestimmung der Ligenwerte:

P Durch isuvemultiplizieren dor Sikulsrgleichung

(10 =A) 1C 0
i (5-1} b R |

0 2 (1 =)
arnilt man:
(I0 =L {8 =3 3 L =A) -4 (10 ~X3 ~ 100 (1 ~4) = D5,
also
i
LD T S S THIEE T M
Dle drei Wurzeln dieser Cleichung kann msno nech beksnnten Verfohren

berechnen und erhilt dis lerte:

Ap= 17,898 ; Ay= 5,384 ; Ag= 1,488 .

b.) Bestimmung der Ligenlisungen:

g8 soll 2.8+ die zu l,= 17,898 gehirige Zigenlisung bestimmt wer-
flen. Jurch Linsetgen diesos Ligenwertes in die Cleickunzen (4

Brhalt man:

von diesen drei homogenen Glelehungen sind nur zwei erfordsrlich,
i das Verhaltnlis der Gressen X,y,%2 zu beréchnen., Man erhialt cus

guel beliebigen, 2.B. zus der ersten und zweiter Gleilchung:

10 o o - 7,898 ~ 7,898 10

i

LE |

Lo

~15,898 1o 19  -12,898

= :"5.:.: & lﬁt?g'ﬁ H l,a?ﬁ' = l H U,?SBB H U,UHQS -
Lbenso findet mapy dle belden enderen Ligenlisungen, indem msn

o -4, 384 hmw.lz= 1,486 in die Gleichungen {4) einzetzt
halts

ey

RER Y~

fird,1- X : ¥+ z =1 : « 1,3384 : 0,8106 ,
Xt 3t 2=11=0;8614 :~3,5115 .

Les Euhlunbaiépiel zelpt, dzss berelts bel eginem dreirelhigen Glei-
chuogssysten fur die Perechoung der Ligenwerte und Zlgenlisungen
elne betrichtliche [Lechenarbelt noillig ist.

Bel vier— oder mehrreihizem Gleichungssystenm stelglL der er—
forderliche Arbeitsaufwand zuf ein Vielfsches.

Eesgndars das Ausmultipligieren der ociulardeterminsnte ist
vei vielreihigen Glelchunzssystemen 2ine sehr unbegqueme und zoit-
r;ubeﬁde Arbeit. Man hat daoher bereits verschiedentlich Bereech-

mumrasvtarPohrern oncocohen,. doren Tmoplr a& 1=t antereader Ao Ly e



multiplizieren der Sekulardeterminante zu vereinfachen und Zu

chleunigen oder ummittelbar sus den Koeffizienten des Gleichurn,
aystems ohne Benutzung der Sékulsrgleichung die gesuchten Uigen-
werte und Ligenlisungen zu berechnen.

Die aufgebe der vorliesgenden Arbeit ist €8 zuniichst, einige
praktisch brauchbare Verfshren gzur rechneriachen Srmittlung der
“lgenwerte und Digerlisungen zu entwickeln und sn einfachen Zah-
lenbeispielen zu erliutern. Linm grosser Teil dieser Verfahror
scheint bishoer nicht beksnnt zu sein. Linige ondere bareits bekenn-
te Verfahreu konnten vereinfucht, ergenzt und durch systemstischs
und Ubersichtliche Anordnung des Rechnungsgsnges den prakticchen
Bediirfnissen besuer ongepasst werden.

Line weltere Aufgabe dap vorliegonden Arveit bestent d: rin,

o

& vorschiedanon Verfohren vergleichend e¢ipander gegentberzustel-
n. Dabei zeigt ¢z sich, dass man nloht €twa irgendein bestimmtes
rfahren schlechthin sls das "beste" gdep "aweckmissigste" be-

15

e+ ]

3
i

L}

zelchnen kann. Vielmehr wird je nsch der irt dep Aufgabe und den
gerade vorliegenden Umstinden bold das ¢ine, bald das sndere Ver-
fohren besser geeignet erscheinen.

In jedem Linzelfsll wird man ein Verfahren wihlen, d:s mic-
lichst resch und sicher, beguem und Ubersichtlich, in méglichs
einfacher Weise und mit suspreichender Genauigkeit zum Ziel fiihrt.

in erstar Linie kommt es dsrauf an, dess miglichst wenig
Rechensrbeit benttipgt wird. Um den erforderlichen Arteitsaufrsnd

r jedem Fall abschitzen urd die verachledenen Verfahren miteir

fies

T

nder vergleichen zu kdnnen, soll im fole genden beil der Betrachtunc
Cer ecinzelnen Verfohren die Anzohl der joweils erfﬂrderlichﬁn
Hechenoperutionen angegoben werden. 4s meg debel im zllgemeinen
genugen, die Multiplikstionen und die Divisionenm zu beriicksickti-
(§90y G4 diese melstons den grissten Anteil der Rechonsrbeit aus
machen.— Die Additionen und die Subtrektionen follen im sllgemei-
aen venlger ins Gewicht (vergl. Absechn. X ). Ihre Cesomtzshl ist
pelstens etwas geringer sls dia der Hultiplikationen und Divizionen,



1. SYSTLMATISCHES AUSMULTIPLIZIEREN DER SAEKULARDLTLRMIN,.

in vielen Piallsn wird man zur Berechnung der Ligenwverte ?

- wohl am zweckméssigsten den in der’ Linleitung beschricbepen Hag
‘benutzen. Wichtig ist es denn ellerdings, dases msn durch gunaxigﬂj.

. Apordoung dor fHechnung den .rbeitssufwand suf dos crforderliche
‘Mindestmass beschrinkt. Das gilt vor sllem fir dag Ausmultiplizie—

- ren der Stkulerdeterminsnte. 3
Linige Hinwelse fir eine méglichst zweckmissige Euruhrﬂhcé'-1I

rung der Berechnung werden im folgenden gegeben. Perner soll die
Anzehl der jeweils erforderlichen fiechenoperationen, insbaszondere

‘die der Multiplikstionen uad Divisionen festgestellt werden. :
: Des Auvsmultiplizieren der SEkulurdeterminsnte kenn in Ghae

. lichor Velse durehgefiihrt werden wie bei gewchnlichen Determinan- ff:
ten.

Fir das susmultiplizieven oiner zw rgireihigen dhkulardfter-_;ﬁ'
‘minante sind 2 lultiplikationen, susserdem 3 dummenbilduneen
'tidditinnen oder Jubtraktionen) aus je zwei Tshlcn erforderlich: &
.gniaglel: :é;
13,5-A 1,1 ; 2
i =(8,5.2,4 = 1,1.1,7) = (3,5+2,4)4 +X 6,53 - 5,97 X
'1.|T 2,4 -A K
| Plir das Ausmultiplizieren von Jikulerdeterminsnten driiter
oder hiherer Ordnung kinnen, ebenso wie bel der Berechnung cowihn-
lichor Leterminonten, verschiedene Verfahren benutzt werden.

~ a) Ausmultiplizieren der sinzelnen Glieder.

Lie Determlnesnte konn dadurch berechnet werden, dass man
ihre n! Glieder einzeln berechnet und eddiert.
| Beispiel: Zu berechnen sei die Stkulsrdeterminante dritter Ordn nung

(6=-A) g g8
D{A) = |2 . (7-A) ~4
4 d (lo-=-X)

- Dic einzelnen Glieder sind:

(6~A) (7=A) (L0=Q) = (423-13A+AY (10-1) = 420-1724+22A -4

3 .« (=-4). 4 ==4i

B L 2wl = 48
=(6-X). (-4). & = 12 {(8-A) = 78 = 124
= 3 . 2 .(lo=A) = =-B.(l0-}) ==60 + GA
- B J(7-A). 4 = =32.(7-A) =-224+ 30 A

also D (A) e 208-146A+23 A*- 13

&n



gﬁr die Borechnung ciner dreireihigen Sikulardetermincnts sind
Ln diesem Rechnungsgang folgende Rechnungen erforderlieh
,gur Berechnung dec 1. Gliedes;: 3 Multiplikationen, 3 idditionen,

y " L - P - " Ead n
W fir die Addition der 6 Glieder 543 " o
& Zusammen 13 Multiplikstionen,11 ! ‘dditionen,

.ﬁhal 81n Produkt oder eine Summe sus n Zohlen Jeweils wic (n-1)
winzelmultiplikationsn bzw. -additionen sus je 2 Zahlen gawertet
yarden.
%ﬁr die Berechnung einer vierreihigen dekulardeterminznte sug lh-
ren 24 Gliedern wiren bereits
; 81 Multiplikstionen und 55 Additionen,
flr eine flinfreihige schon

536 Multipliksationen und 294 Additionen,
‘ellgemein fiir eine n-relhige Stkulerdsterminsnte (n & 2);
1 n!-(o-%) - (n-1) uMultiplikaticnen uxnc
3 % +nl - (op+l) sdditionen
'Je zweler Zahlen notwendig. Das Verfahren kowmt dsher schon fip
_%1erreihige Jékulardeterminsnten koum, fir n»d uberhaupt nicht in
Q;:traaht.

b)) cntwickeln nach Unterdetérminanten.

Solehe Glieder dap Detarminsnte, die einen geneinsimen
Foktor snthalten, kinnen, she men sie mit dem betreffenden Faktor
Pmultipliziert, zueinsnder addiert und dann gemeinsam mit diesen
' Faktor multipliziert werden.

Bei ciner dreireihigen sSikulsrdetermincnte berechnet mon
P 2.B. in zwel Zeilen die drei Unterdeterminsnten gzweiter Ordnung
Hﬁnd multipliziert diese mit den komplementiren Llementen der drit-

iten Zeile.
L Apwendung suf obiges Zshlenbeispiel.
(6-A) 3
(10-A) = (36-13A+ A*) - (10-A)= 380-166A+23 A% =)\
g (-1
3 3
a = (~668+84) . 4 =—3724+30 A
(7=A) -4
8 (6-1)
w3 w (A0-440) . 8 = 120-12 A
-4 2 ; S

806~146A+23 X3

;‘.‘.



Die inzshl der arforderlichen Hechenoperstionen betrédgt in dicaen
 Fall

6 + 6 = 12 Multiplikationen,

& 4 o = 1{:‘ JudditiﬂnEEi

Der Arbeitsaulfwend unterscheidet sich kaum vor demjenigen bei
| glledweisem jusmultiplizieren.
. Bel vier~ oder mebrreihigen Stkulardeterminsnten Xsnn man
' 50 Vorgehen, dass man zuerst in zwei Zeilen simtliche Ei%:il
Unterdeterminanten zweiter Urdnung berechnet, donn nimmt.m-n einse
dritte Zeile hinzu und berechnet slle in diesen drei Zeilen ant -
‘haltencn Unterdeterminanten dritter Urdnung, dann mit einzr vier-~
:ten Zeile die Unterdeterminsnten vierter Crdoung usw.
Beli diesem Rechnungsgsng sind z.B. fir sine vierreihice

Stkulardeterminante

46 lultiplikaztionen, 37 Additionen,
P fir eine fiinfreihige
j 145 Multiplikstionen, 117 sdeitionen,
und sllgemein fUr elne n-reikige (n 3 o)

nin+3). LS n{p+l) Multiplikationen uznd (nz+:nuﬂj.£"'3+1 fdditio-
E 1_'|1
ol wendig.

dllerdings ist bei dar .awendung dieses Verfohrens “ir
n = 4 die Rechnung ziemlieh unilbersichilich und fihrt diber leicht
zu jechenfehlern (besonders Vorzeichenfehlern); das Verfsohren ist
Saher schon filyr vierreihige, bascaders sber fir fipe- und mehr-
reibige sikulardeterminonter nieht sehr zu emplehien. PBel vierrci-
higen Sekulardetermincnteén kann man such sua zwei Zeilem die Unter-
determinsaten zueitor Urdnung und aus den belder ande ren Zeilen
dle dszu komplementaren Unteordeterminsnten zeeiter Ordaung berceh-
' nen. Denn sind insgesamt erforderlich
4% Multiplikstionen, 35 Additionen.
g} Unvsndlung der sikulsrdeterminante in cine Determinonte nicde-
ror Ordoung (Gliminations—verfahren), T

Las gebriuchlichste Verfshrea zur Berechnung elner geuwthn-—
lichen Determinante n-ter (rdaung besteht darin, doss man die De-
terminsnte suf eine solehe von (n-1)-ter Crdaung zurick”ihpet .
gine Zeile der Determinasnte wird, mit bestiamten FPuktoren multi-
pliziert, zu den ibrigen (n-1) Zeilen hinzu addiert; die betref-
fenden Faktoren werden so gewihlt, dsas in Jeder der n-l1 Zeilen
ein bestinmtes Llement (z.B. dssjenige der esrston Jpalte) vep-
schwindet.



By Hy3 srs Iyp B Bag wes Eg Dy «os Dygy

Ggq tgg + oo Gy ) B wes: Dypl mBael o 4w v on :
T R 5 O T T T Dz o s s Opp

By Sng voe Epn 2 s ISONEEREES.

erfahren dieser /rt, bel denen einzelne Zeilen und spalten der
_L&arminanﬁe eliminiert werden, sollen sgls "Eliminstionsverfahren"
;;eichnet werden., (Genau die gleiche Rechnung wird beim Lliminie-
'en einzelner Unbekannten aus einen mewthnlichen linearen Glei-
shungssysten ancewandt).

In &bnlicher Weise kenn man auch bei der Berechnung einer
p-reihizen Stkulardeterminante vorgehen.

maltipliziert z.8., die unterste Zeile mit den Faktoren

li:':"i'l _Jl ‘:""11'

a
BRL L S T atige SRR, i LBl 0T
H n = "

ind =ddiert sie zu der l., 2., ... (n-1)ben Zeile der sikulardeter-
flinante.

ine dreireinige Sikulardeteraminante wird durch diese Unfor-
éﬁung auf eine zwelireihige Determinante zurickzefilhrt,

‘Beispiel:

(E= A % 3

b(A) = 2 (7=1) it

4 2 (10- A)

lies dritte Zeile wird mit dan Faktoren
- ump W 1,5 + 0,254 bzw, ~F = =05

i tipliziert und 2za der erzten hzw, zwsiten Zeile hinzu addiert,

3

| Se(=th, 540,754 ) B+(=15+4 A -0,25Y)
D (A) = |0 (?-)A) ~1,5 -4+ -5+0,51 )
4 3 (Lo=1)

. 4. |25 +0,750 -7+ 4x - 0250
5,5 = A =9 + 0,5



-([13,5 o ?r.‘ii + ‘315?5/‘:'.) = ("‘3815 + 29/1 - 5575 X" + {}’EEAﬂjJ
(52 - 36,54 + 5,75 1% - 0,254%)
IETT SR T

g8 Zshlenbeispiel zeigt, dass sich dieses Verfahren, vergzlichen
den beiden vorher beschriebenen Verfahren, fur die Zerechnung
er d r ¢ 1 mhigen Sikulardeterminante schlecht eignet. s ist
msténdlicher und erfordert auch eine grissere inzahl von Rechen-
perationen. - Fir die Unwandlung der dreireihigen Determinznte
ln eine zveireihige wurden sebraucht
. 5 Divisionen, © lultiplikationen, 5 idditionen,
nd fir das Ausmultiplizieren der zweireihizen Determinsante

7 Multiplikationen, 6 idditionen.
fglls gewinscht wird, dass die hochste Potenz von A (also AF )
lén Koeffizienten 1 hat, so0 kommen nhoch hinru

2 liultiplikationen oder Divisionen

gusasmen 19 lultiplikasicnen und Divisionen, 11 Additionen,
In derselben deise kann men eine 3ikulardeterminante vierter
Ordnungz erst in eine dreireihige, daonn in eine zweireihipe Doter-
minante umwsndeln; Sikulardeterminanten fiinfter oder sechsbter

Ordnunz kénnen auf dreireihige Determinanten zuricksefiihrt werden,
Woter der Voraussebtzung, dass der Hechnungsgang gensu dem oben
{fur n = 3) gezeigten entspricht, betrict die ;
Lrllﬂhen pultiplikaetionen und Divisionen

snzahl der erfor-

el n =

o

E
\n

o

pIir die Umwsndlung in eine zwei- bazw.
idreireihice [Jeterminante o

fir das susmultiplizieren dieser
Leterminante 7

_:ﬁr das Dividieren durch den
Koeffizienten won

insgesant 19 i 115 el

Die Zahlentabelle zeigt, dass dieses Verfahren fir fiinf- and
‘sechsraihige Determinanten weit weniger .rbeit erfordert, als die
‘beiden zuerst gezeigtern Verfshren (Iaz urd b).

Das Nliminations~Verfahren eignet siech auch gut fiir die He
nung von sakulsrdeterminanten hoherer Ordnung, Allerdings sind
dsnn gewisse lenderungen notwendig,

Tach—



uch fiir Sékulardeterminanten dritter bis sechster Ordnunz kann
g8 geschilderte Verfahren in mancherlei Weise abgeandert werdeng
urch geschickte Anordnung der Hechnungen kann man die Anzahl der
pforderlichen Uperationen noch betrichtlich vermindern.

) Verbecsertes tliminstions-Verfalren.
Ein solches verbessertes Eliminations-Verfshren, das fiir
ardeterminanten beliebiger Ordnung anwendbar ist und wohl

lets (ausgenomnen deo Fall n = %) die geringeste inzahl von Rechene

ﬁ}ratianen erfordert, soll beschrieben werden.

Bel dem unter c¢) gezeigten Verfahren wird jedesmal beinm
Bberganz auf eine Determinante zeringerer Ordnung ein Faktor aas
er eterminante ausgeschieden (in dem nhigen Zahlenbeispiel mit
5 186 es der Faktor ay = 4}, mit dem die lUeterminante n:

by

ch wieder mulbipliziert werden muss. Man kann

dieses Nachmulti-
lizieren umgehen, wenn man jedesmal im voraus eine der nisht
ferschwindenden Zeilen der Jeterminante mit dem hetreffenden
faktor multipliziert.

fei der dreireihigen Deberminante (a, -A) a :

434 832 (85,-A)

Wird am zweckmissigsten die erste Zeile mit ag, multipliziert; die

a2
firitte Zelle muss dann mit =(a,~A) Dzw. @it ""%“_ multipliziert
* i e - )
nd zur srsten bzw. zweiten Zeile hinzu addiert werden,

Blan ernilb:

U Oy 8, (84 ~A)ay, 8y 8,4 -(5, -1).(a5-1)

Bi(A) = = 0 (ap-A)~ g-8y 8~ §- (8,5-A) =

o J¥ A ' (e R : 2
I“ujf Heg —a, L-.:tr.l-i'-..:.!l-.rl LBy By =8, LJ.]I_‘,'!'\LL,.H -|-.l;1“},l -...A

[.a!'._ ¢ EAJL} .'f‘ [“J'I] - 1F'31 ::l + r.l»‘l

worin zur Abkurzung gesebtzt ist g =
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enbeispiel:

(6=1) 3 8 O 3.4 = 3(6-4) 8.8 -(10-X) (6-1)
2 (7= =4 |=|C (7=X)=2/4 . 3 =4 ~2/4 , (10=3)
4 3 (1o-4)| 1 3/4 (10-A/4

= (=6434) + (=940,54) = (5,5-A):(=28+16 - A*)

b = (54-30A+ 1,58) = (~156+1164 -21,5 A% + A® )

- 208 - 1464 + 23 4% )3

lerf sind nur folgende Wultiplikationen und Divisioner erforder-
4 3
Unformung der ersten Zeile

L1} bl

4 Hultiplikastionen

Zweiten " 1 Pivision, 2 Wultiplikationen,

um Ausmultiplizieren der zwei-
lhigen Determinante h+2 = & Lultipliketionen, (wo-
1 nur die Multiplikaticnen z~9ier von 1 verschiedener Zahlen he-
'kaicht];:jt gind).

sgesant sind also statt 19 hier nur 13 KMul®iplikationen und
-ry1510nen notig.

E
Bei der Berechnung von Sikulardeterminsnten hiherer Ordnung
jiptienhlt es sich, nsch folgenden Reseln vorzugehens
%) In der Sikulardeterminente
i

J(. a,ﬂl ""'ﬂ}l) ‘-1!1 e Sy
: (A} aH {Hu_ -;L‘-" saa ey
L] L] L] L] * L] " L] L] L] & "
':"Ln_‘ ﬂni ibt(ﬂ"ﬂ _’]:I

fird die erste Zsile mit &py multipliziert;

J§=u benutzt, aus der ersten bis (n-1)-ten
. & . .

2 elinminieren,”)

die n-te Zeile wird

Zeile das erste Hlement

.} 1n der so gefundenen Determinante (n-1)-ter

r Ordnung wird zu-
iehst sus dem ersten Element der ersten Zeile die Unbekannte A

@liminiert, indem man ein Vielfaches der zweiten Zeile hinzu addiert;
dann wird die zweite Zeile mit dem ersten ilement der (-1 J=ten
(Jetzt untersten) jeile multivliziert; die (n~1)-te Zeile wird be=-
putzt, um aus der ersten bisg (n-2)-ten Zeile die Ilemente der vop-
dersten Spalte zu eliminieren,

j Das Predukt (a,, —z't) Ani , das bei der Eldmination w‘a_qfd![f brawant 11
B 1 e e R
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Aligemein: in der gefundenen Determinante (n-k)-ter Ordnunsg
{solange k S 5 - 1) aus den Anfengsslemensen der ersten
eilen mit Hilfe der (k:l)-ten Zeile die Unbekannte A elini-
fert; denn wird die (ksl)-te Zeile =it dem infangselement
3_ (n-k)-ten (also jedesmal der untersten) Zeile multipliziert;
lttels dieser untersten Zeile wird aug sllen fibrigen
;rangselement eliminiert.

Zelilen das

o) Ist die Sikulardeterminante zuf eine Leterminante
jder geringerer Ordnung zuriickgefiihrt, so
lte auch Fotenzen wvan A zuf,

% -Lar
treten 1n der ersten

s i LL

Falle die héchste dieser Fotenzen

-?- Fotensz (ip}

gus den ubrigen Anfangselementen eliminieren,
benutzt fir diese Hlimination von den in Betracht kommenden
feilen am besten stets diejenige, die die wenigsten von 1 ver-

edener Koeffizienten enthilt; durech diese Wahl erhilt man die

geringst mogliche anzahl wvon Rechenoperstionen,

4 Nachden die rotenz A® nur noch in einem Llement der ersten

Bpalte vorkommt, wird eine neue Zeile mit mdglichst garinger

Koéffizientenanzahl susgewihlt, d1e in jihrem Anfangselement die

=

alsa
InEohst niedrigere A =rotenz) APTL enthnalt,
e wird aus

it Hilfe dieser dei-
den /nfangselementen aller Ubrigen Zeilen die Potensz
eliminiert. Aus derjenigen (einzigen) Zeile, die in ihrem
sazselement auch noch die Potenz A P enthdlt,

werden in der
s Bz - : 0 s
gleichen Jeise die totenzen AY und Al 1

elimin 1evt; jedoech ist

. e e . 1 n b <
. der Koeffizient wvon AP im Anfanceelement dicser Zeile, und
= - 1

5“? 1 “er Hoelfizient won AP i Lim

anfenggselenent der zur Hlimi-
fRation benutzten Zeile isk,

iuf diese Weiszs werden nacheinander 2lle A -Potenzen und
Behliesslich auch die uUbrig bleibenden konstanten

flemente der
ersten Spslte eliminiert; man exrhilt

gine neue Determinante,
gferen Urdnung um 1 verringert ist,
.) Jiese Umformungen in Determinanven geringerer Urdaung werden

80lanze fortmgesetzt, bis man zu einer zweireihigen Determinante
gelangt, die dann ohne Schwierigkeit susmultipliziert werden

ikann .



fur Seurteilung des erforderlichen irbeitsaufwandes soll
deder die jeweils notwendige Anzahl der imltiplikationen und
ivisionen festgestellt werden. Die Zahl der erforderlichen
dditionen, die nicht besonders angegeben wird, stimmt bei diesem
erfehren fast genau mit der der Wultiplikationen iiberein.

Zur Unwandlung der n-reihizen Sikulsrdeterminante in eine
leterninante (n-1)-ter Ordnung werden bei Hefolgung der obizen
egel 1 fir die

mtormung der ersben Zeile 2(n-1) Multiplikationen,

lir jede weitere Zeile 1 Division und (n-1)Wultiplikstionen,
insgesamt also (n-2) Divisionen und n(n-1) lultipli-
ationen gebraucht.

Fur die Umformung der (n-1)-reihigen Determinante in eine
J=reihige sind

(a-3%) Divisiornen und n+(n—ljz = (nz-n+l) kultipliketionen,
illgemein fir die Unformung der (n-k)-reihigs
gine (n-k-1)-reihige (solange k & % - 1)1

an Determinante in

| (n=k=2) Divisionen und (n* -n+k) Multiplikationen erforder—
lich, _
Jie UGesamtzahl der Fultiplikaticnen und Divisionen betrigh
fﬁsﬂ vel jeder dieser Umformunzen (n? -=2).

A Im fall k:?% = 1 sind bei jeder weiteren Umformung insze-
Sent mindestens (nifiultiplikationen und Divisicnen nétis.

i Uie genaue Zahl der erforderlichen Kultiplikationen und
ﬁ'vi&ionen betregt bel jeder Umformung von einer
?;termiﬂﬁnte in eine (m-l-reihige (ﬂ«:n + 1)

n* & Hest ’Eél ; (m ~ Rest (Eil}) T (4 )
dedtiﬁj der "'nzzaﬂ+zge Regt ist, der bei der
Beiden zanzen Zzhlen a und b {ibrig bleibt:

: 0 £ Rest [%){‘a :

n-reihiszen

Uivision der

fiie .nzahl dE“Jiﬂ dem aApsdruck (4) bereits mitgezihlten Divisionen

n- 1=Rest (=).

EIE

Das asusmultiplizieren der zweireihigen Determinsnte erfordert

n{n+l)

== altiplikationen.,

noch
Die Gesamtzahl der Vultiplikationen und Divisionen hetrict
demnach fir gerade n (n34) :
s-l:]'l --r'_'l) + 1:12 "-2" (11 ""’) +Z '_\"2..;2
(5)
-of - dnton 2+ X



A+l

o I

Z_( Rest (&

m= 5, 4

: /
E;l(ﬂl_g} 5:;: Y 3 (nzi4?+
- s
X
= (EI. - 'f)' (ﬂ. i 11 J
i Z zur ibkirzung geschrieben

E&gxél

+}-_.r

ist fiir

Gest -\;ﬂii} ).
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(6)

1
A
Bt

] * 1 ‘2
L.mt e e Eil
n o= 4 B 3 10 12 s g8 20
2202 5 8N 18 3 47 58
Hoow 5 o 7 3 1l x5 A% 47 19
.2: . IR PR & & I8 24 34 4§
sesambszhl der erforderlichen Multiplikatlonen und Divisionen

Tolgenden Tabelle zusammengestellt:

{iir verschiedene n in der
= 2 g
zahl der
Baltiplikatione: i PR
Divieionen 1 &

78 146 247 323

& e 49

o {8

woe 797

40 54

L%
{5

15

flie [ahelle zeigt,
Bekulardeterminanten sin zeringerer

dass hier bereits

84 1650 266 413

606 8554

s flir die Berechnung vierreihiger
arheitﬂauxwand nétig ist, als

bl “enutzung eines der vorher beschriebenen Verfahren. Erst
ecnt zeigt sich die Lrbeitaerspa?niﬁ bel Balkulsrdeterminanten
Binfter oder hiherer Urdnung. Die einzige Ausnahme bildet der Fall
= %53 fur dreireihige 3ékulardeterminanten sind wohl die reinen
Wliltiplikationsverfahren and b besser geeignet.
fachdem die Sakulardeterminante ausnmultipliziert, d.h. in ein
Beucnnliche sleichung n—ten Grades {' sichung 3 ) umgeformt ist,




et die weitere Rechnung keine besonderen Schwieriskeiten,
a

pgaverfshren in Aetracht .

Will men such die LiserBsuncen berechnen, sc kann dies z,8,
auflisuns des homogenen Glelchungssystems (1 ) geschahen,
men fir A den betreffenden Eipenwert einsetzt, Fie die
hreitige Lerechnunz mehrerer Ligenlbsunzen eignet sich oft
das im Lbschnitt V behandelte Verlfahren,

14

iie Aufldsung der Gleichung (3 ) nach A kommen hauptaiichlich

15
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11.8YOTEEATTSCKE BERECENUNG DER EAUPTUNTER DETERVLNAN

]
i Lddi w

Yin weiteres Verfahren zur Berechnung der sukulardeterminante,
s oft sehr rasch und bequen zum Ziel fiihrt, hat K e hm k e +}
prgeschlagzen.

Die Koeffizienten k., (r=1,2, ...,n) der Gleichung (3 ) stehen
den ilementen der Determinanse

ﬁ-H a.{i 4 wa a“.l'
U i Tay tgn phes By

LR I L I I R I

By A e - e
I einen einfachen Zusammenhsng, Se ist

k. o= (~1)F . &

- 1

enn 8, die Sunme simtlicher Hauptunterdeberminanten retap Urdnung,
B der Determinante D ist,

Insbésondare iast

By = = 8, == it
i i E - )
i=1,

- g
’-",ro-:.n {?.Jl
813 Hip (Die Einschrinkung k>i bedeu-
gy 2 TR 4 tet, dass jede Unterdetermi-
- s .
K =i - nante nur einmal in der oum-
me vorkommt. )
o - - L] ] L] - - - L] = -
n n 3
{_'l:l = n:J“:'f 1) '] -

3L60 notwendig, die simtlichen Hauptunterdeterminanten
bls n-ter Ordnung zu ermitteln. Daz =ind ZeDa bol einem

L. bDeterminante finfter Urdaung,

{ =

(1} = 5 A vierter . ’
”j} = |0 . dritter s

l»d-? e L ’

L =5

C

(3} MGG zweiter i "

By s : -

[:4) = 3 gl ersver 3 i

Mehuke, praktische Lisung der Grundzsufgaben
{dath, aon,103, Seite 300 f£r)
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. also insgesamt, wenn man die Diagonalelemente a, , a,, ... als
Unterdeterminanten erster Ordnung mitz&hlt,
il S 31 Determinanten;
die Anzahl der zu berechnenden Determinanten zweiter bis n-ter
Crdnung betragt also

a2 & (n+1).

liehmke hat bereits darauf hingewiesen, dass man diese Determinante
"treppenweise" berechnen und hierdurch einen betrichtlichen Teil
ider Arbelt sparen kann. In folgendem soll gezeigt werden, wie man
tdabel am zweckméssigsten vnrgeht,'um die erforderliche Rechenarbeit
auf ein Uinimum 2u beschriinken.

Die Berechnung der Hauptdeterminante

El ‘H a*zp ] & o - L B‘-{ﬂ-
EM aﬂz ™ ® ™ ™ d‘i“
) =
& - ] L] ] ] & -] L]
. a'ﬂd EL“L @ M ™ ° ™ a'ﬂﬂ

igeschieht in bekannter Weise: a
Die erste Zeile wird der Reihe nach mit “Eié
14
(i = 243,¢404n) multipliziert und zu der i-ten Zeile addiert.
iBel dieser Umformung bleibt der Wert der Determinante unverindert;
in der ersten oSpalte verschwinden alle Koeffizienten ausser 277

lian erhilt also:

Qu 84g 8 ¢ o o 8n
U D2 Dy o+ o - Dgp 5 b
.Zria L] L] L lf
pe= 10 D3,  Dsg o o o Dgy = 8y e 1
L] L] L] L] L] L L] "'l
[ ] -] [ ] L3 [ 7 [ ] [ ] [ L ] [ ] & (] L] b ) : . b
ra nn
. i bnz bn3 Rom i bnn
qube1 aii : . 311 841
b- = d. e s & S | S——— @
ik ik 841 1k 844 & 4
s i 0 kk

;Die so erhaltene (n-l)-reihige Determinante wird in derselben Weise
‘auf eine (n-2)-reihige zurlickgefiihrt:

17
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4 ﬁ?as. L T ca'.'J -"'1{ & ;]11 » AT R LT I

- el
¥ - ¥ " " . L [ w » » W W At LIS B I BB A

3 nn

Y59, 1 Y1 Lk
i = ] - —— 1} B

1% i_": 'JLL o 2l IJLL

L

]
L

g Ver{shren wird fortsesetzit, bis zlle lemente unterhalb der

uptdiegonsle zum Verschwipden cebracht sind:

& Sy oo SR T AR I'::-nj.

bm ':11 " & L] - b

= ':_.! ';_: 'ﬂ.-j! L] ] . ] cz.._.l - ':'ii.f 3 b;t t :]ﬂ e T g"ﬂ *

Boden man diesen Wey zur Berechnung der Hauptdetermingnte benatzt,

Broelt man als Nebenerpabnisce bereite eine srocee anzabl depr
Bbenfells bendbigten Haupbunterdebermiranten sweiber bis (n-1)-ter

Prdnunz und swars;
, e e T L v o W 4 ¥ =
Hauptunterdeterminanten zwel

lle
erabe Zelle beteilight 1g8h:

alie Houpbtunberdetermloanten dritter Urdnung, an denen die

ersten beiden Zellen bebeiligt sind:

¥ el )}

o
E=3
ra

£

t\.
i

i

%

=

-

or

*a
-
=
3
L
| 2
It
o
L
,|,.
&

U ii

*44 s i ..
Bl lpemedins

glle Hauptunterdeterminanten r-ter Urdnune, an denen dile

arsten {(r-1) Zeilen beteilict sind,

Wi =y

Jjer Wert eiper Jelerminsnbte bleibt anverindert, wenn z
ihper Yeilen ein Vielfaches eilioer znderen Zeile dddilerd
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e

barch susmultiplizieren erhilt man folzende Gerte fur die Ueber-

ninante und die gesuchten Unterdeterminanten:

13 bunterdet.l.Ordnung: 10, 4, 4, =l. g = 39
L . g g8 Bl LAy N 26§ =16, = 84
' 3 : g AEy 20 Ay 58 = 143
dguptdeterm. (4. o oy B = ¥

bie peli -iieémﬂn';wrl}f;rnL-{:rfﬁ?d;:?Llﬂ e Hechenarbell LuBaYL

gich leicht ilberblicken.

Um eine n=reihige Determipente mit hren simbtlichen Hauptunbter=
determinanten zZu berechnen, muss man diese zZutechst in elne (n-l)=
Freihige Determinante umwandeln; hieérnach sind noch folgende azwel
(n=1)=reihise Determinanten mit ihrern aimtlichen Houpbunterdeters
pinanten zu bereciilen:

1.) MHe durech die Lliminstion der erste ipalte errechnete (n~1)-
relilge Uehel nINaEncey B fhr KsnT 1e aaptdete: L o wile
sembliche Hau nterdeterninanten, =sn denen das slement

batelli h;I rechnel; wepdan.

2.) uis durech ueglassune der ersten Zelle und der ersten opalte

R ]

daq 8 TEL AR e gront LG L U, e R s
| .}'J."J_.\'_,—'.rj..-""J_ ende nterdaGerminanse. | -] :'—I.-i.i_-i WIORUOE Y Ble e T

R e i = A VR S ——— Y e i ey i vl A
halt sasmbliche B&i i_ banterde I..".'_.-.'..|.- [l -F-.-R, 2n denen ase A LEE]=
. Wy o T .l'." 15 '-I' H
elamanh -._4‘ 35 S L BT | |-'.'_, ] | Sl EFEH
¢ T3 41 L ” O s :
Jade dilesary (=1 =2 1l0lZen Ueued 1 nLel FLLAT L WiedeT )
T o B e T ey i P
pero CGrrinl oy e e f,_--'._/-—J_!'_,__:_L.__[-_'I JBLE 1 I Y R B B RO I B e P B R
gind also folzende Unformunsen erforderlichs
1 Bl e N~ joer T 'l o e A ] Yeur * &
I3 apadlE, TeT ¥ 1 = cf R O 1. o PR (4 A | \ =L ELLEES 4
5 T i Ty i i t f
iﬂ g T - i ! = | '
: i o i 1 1 1 o T R "
i L : 3
B " » " u = a - w " - - & a - B - = @ " = = - i - & = ]
e P ' e : ' iAreihlFes dyby ATEESINE
INLacne LSl
Tk ‘- . ‘ - “
Hel tader 1T O oy e fll=en giermlnante 10 2l1#e KT—:L_.'—
5 e z- - - [ L - i Pl B 5 = o
PellnE e BT ar LS len lEhenoei ._'-1_,.1 LHE LEE pmanite Derecinnevs

Linzeloperationen nobwendig:

e e
(n=1} Uivisionen: ®. = -=- )




(n=-1)

fte dem Hesuptelement

wultiplikationer

i

it anzehliezsender

Addition oder subtraktions

o

&

= o,

e T ]
L i

#.

Jeder Zeile (b.

13

alk

C:: eses) erhdlt man jedes-

il

gel durch vultiplikation mit einer cer perelts bekaonten Unter-

E . 5 a Sl :
feterninanten (z,3,. Eq G “H 2 jessd) Wiederunm eine derp
Ay Gag
gesuchten liauptunterdeterminanten,
mung anzanl g2 = b = ¢ o=
Teihiger der Anzshl der snzahl dexr Angshl der
Winanten mformun- | Divisicnen Uperationen nachtréaglichen
ren il Multiplikatio-
o | aiH L &,”.{ ..HEE_ ST,
1 n~1) (n & L )
{n-1) 1 (o=1) (n=1) (n=1)
 (n-2) 2 2.(n=2) Zo(n=2 2.(0=2)
. : Sl
" (n-3) 4 4.(n=3) be{n=3%) «(0=-3)
- - » 1] - [ ] ] L] L] L] - - L] L] _.- - - - - L] - - - - - . - [ ] - L] L] " L] .
o o= g =
i e S R g |
n-1 i R ok 5
g a=2"=(n+1) b=3, 2% e=2"-(n+1)
-(1=+Eh+j]
. . s s s 3 i3
- {n+l) ist, wie bereits [riher e2elgt, dle inzghl sller zu

ibrigt

=5

Determinsnte zweiter
al’l—ln =1l To=l; B

%
o, n-1 Iﬂ: !

‘bercchnenden Determinsnten gweiter bls n-ter Ordnung, Die
tzahl der dafilir erforderlichen wultiplikationen un

fiece iufstellung gilt fiir den Fall, da
Determinznten mittels einer Division und einer ¥ultiplikation
tberechnet werden. Jenn men, wie in dem Zahlenbeispiel (Seite 18

Wendigen Rechenoperationen kaum, lediglich bei derp Herechnung

Crdnuag

e

14 dss

I

nachtrasliche lultiplizieren

Gesanb-

Pivisiconen be-

B 2
» b ow o Biggtiioe (o +4n + §).

85 auch die zweirelhigen

J

‘die zweimihipen Jeterminanten auspultipliziert (mittels zweler
liultiplikatioren), so andert sich hierdurch die begsumbzahl der not-

alrner
\.-Ii!d.'l‘_ A
— e

e o

21




d.h. die Gesambzahl der Aultiplikationen und Divisionen sinkt
auf

B Bt S L Ry

sahlentabelle iiber die erforderliche Rechenarbeit.

5]
il
f}.
fl

(n+l), Bowd o, B e (nf aDned)

n = 2 3 4 5 & 4 5 9 10

s=g= :f 4 1 25 BT 1360 2af Rb2 ¢ 1013

b= 1 & 21 58 Iai 318 6B5 1434 2949

Gesamtzahl der erforderlichen Multiplikstionen u,
Uivisioneni

Y

2 U9 254 227 PR 2457 4974

. Das Verfahrer ﬂignet sich gut Dir die Berechnungen drei-,
vier— oder flnfreilizer sdkulardeterminenten. Der Arbeitsaufwand

ist zwar fiir o ; 4 ebwes zrosser als bel Benutzuns des in .bh-

]

schnitt 1, d beschriebenen Lliminatiensverfahrens (verpgl.labelle

Jelte f3} diesen Yachteil steht jedoekr hier der Vorseil einer
¥ !

=)
1]
L#]]
Ci
;_'.
l.’"‘
e
i

Abersiclitlichen Anordoung der Hechnung zegeniiber.
Line Variante dieses herrahreﬂs, die liehmike vorgeschlagen
§hat, sel noch erwehnt. ¥alls die Elemente der =egebenen Leter-
ninente kleine panze Zshlen sind, so ist es3 mizlich und unter Um-
Standen zdecxmaﬂulg, die zesambe Hechnung mit ranzen Zashlen darch-
pariihren, dala alle jenigen Dlvigionen zu vermeiden, die
uotlenben sine *eorochene Zahl ergeben. Das hat nieht pur den
Vorteil, dasz mae durch ‘egfell der Bruchrechnung iibersichtlichere
cahlen und susserdem eine absolute Senzuigkelt erhils +}, sondern
man gewinnt durch die uehmke'schen Teilbarkeitsproben eing gute

o R

‘_Iqh_”“__} AoRErelle der JEUL]‘.]L]ILJ_’-;.

) Dus Zahlenbesispiel sufl seltel®ist ein besonders ziinsbiper sSonde
fall: LUa zls Nenner nur die Zanlen 2, 4, 5, 10 auftreter, behdl

in trotz der Jivisionen verheltnismissipz kiaima, Ubersishtlich
sahlen und kznn daher die Rechhung such bel Benutaunyr des obien
Verfalirens wit sbsolubter Genauipkeit dure n£u4reu.



_ Der Unterschied gegenuber dem oben beschriebenen Verfahren
besteht darin, dass an Stelle der gebrochenen susdriicke
s T4

i ™ %K T iy Ak

Jedesmal die zweireihigen Determinanten ausmultipliziert werden:

Ei‘ﬂ ﬂ-fl{
WS T T R B e

234 e

Die Unterdeterminanten m-ter Ordnung werden aus denjenigen
(m-1)-ter Ordnung berechnet, wozu jedesmal zwei tiultiplikationen,
sowie (ausser im Fall m = 2) eine Division durch die zemeinsame
Unterdeterminante (m-2)-ter Ordnung erforderlich sind,

Die Gesamtzahl der zu berechnenden Unterdeterminanten ist
gleich der oben angegebenen Zahl b = 3 , 2% - (n®* + 2n + 3)s
davon sind Unterdeterminanten zweiter Ordnung:

(n—l)z + (n—E)z e T Hggzéz-QEE:ll—

Die Gesamtzahl der erforderlichen lultiplikationen betregt
also:

2Dl B Pt e alin Y oon s B)

und die Gesamtzahl der erforderlichen Divisionen (Klirzungen), die
gleichzeitig als Rechenproben dienen:

|
| p - Be=1) (2n-1) _ ; n_ 203 & 30 + 13n + 18

—==2, SN N S LG I ORI L,

22

f 6
Beispiels:
, T gekUrzb durch  |zekurzt aurch
& 4 -3 -6 | -8 12 =12 - Tl
¥ T 182¢ &
b =5 4 =Hij=bll - Gl =6 160 =600 16 =60
5 5 =4 -1 (26 =19 14 (<160 200 | -16 20| -640 80

==

gekurzt durch 10

o

6l -6
-19 14 740 4 |

23



zeldirzt durch
a = i

i N (-

: — -1 =1 a8
I ]
il -5
4 =1 =16
ie mesuchten laupbunterdeterminanten sind durch Unterstrei-
ekennzeichnet. In der zweiten Spslte stehen die Unterdeter-
ten zweiter Crdnung, in der iritten Spalie die Unterdetermi~
en dritter Ordnung, in der vierten Spalte die Hauptdeterminanb
Brminent ierter Ordnung).




1ll. BERECHNUNG DER SAEKULARGLEICHUNG UND IHEER WUBZHIH
AUS DEE VERLAUF DEX PURKPION D (Jg, 7

bl, ) Eerechnuap der odkulsrgleichunz sus einzelren Jgberminenten,

Jie Stkulardeterminante ist idenbisch mit einer Ffunkbion
‘n-ten Grades wvon A

D (A) 3 f:—l)n 3‘11.'1 - }flkn_l N k;{ kﬂ_z R 'r"T.H_lIL + i{:] (33

fole stellt also eine Parebel p-ter Crdnu ng dar. diejenigen .Lbaszis-

i RN e ]

isenverte A in denen diese Parabel die Abszissenaschse sohneaid
il‘

floder Deriihrt), genigen der Gleichung O (A ) = U3 =ie aind slso die
ireellen Zigenwerte,

Es besteht die iufizabe, die Hoeffizienten k L

3

der Gleichung (3 ) zu bestimmen. Das kann z.4. in Folzender Weise
geschehen,

Fir die Unbekannte A wihlt man n beliebis re Lerte {I
pd %u Jjedem dlesser verte Dci wird die entsprechende uetnj _ nante
% (o) verechnes, Lurch n solehe .ertepaare Xis O (A;) ist der
Verlaul der Parabel eindeutig bestimit. Lo gelten die n Gleieoh
D L & L, 2y eway B)3

ai + kll aiﬂ"1+;.{'. ﬂ.iﬂ‘g'i' @ WA 'I' kt = i’j( a’i) - (—ljr‘ rg‘\l

Aus diesem linearen Jleu‘hunfrssysﬁjem kenn men die Koeffizienten
K-, K-"_l seE s 3 kﬂ cerechnen.

Dieses Verfahren erfordert allerdings eine cehr umfanzreiche
fechenarbeit., Allein fiir das Ausmultiplizieren der n Leterminenten
B-ter Urdnung wiren je I"'_'f;i-.?l’]-ﬂi_ﬂ » ZUBanmuen also n[1'1j+21:-6) sulsipli-
kationen und Diviszionen "'?_ erfur{ierllch i daza l{éﬂle noch die
Berechnuns der Pobtenzen a'i"-', a: “1 N cxi SUr simtliche 4‘.‘!’
schliesslich die Jauf‘lﬁsul.-_, Je:; linearen .-_l-ll.';.'_‘l_l._,JL.ln_;._u._ajEuE:ﬂﬁ (&).

1
#

b ]

b) Vergl., ibschnitt TU , seitve 1§.

\



tLine wesentliche Vereinfachung erreicht man, wenn man die
foeflizienten kl' k? und k_ im wvoraas berechnet:
e Ad

b
[
]
I
44
]
il
i
r-.‘\/l
i
[
I
-

sind szur sestimmung der Ubrigen (n=-3) Koeffizienten nur noch
eichunzen nGtlg, woflr noch (n-3) Determinanten zu berech-
Si0le

hlenbeisoiels

goen sel die sekuplapdeterminscte

¢ 5 1S | 8 -7 -4

erst werden &y, K, und kq verechnets

il (10 + 4 + 4 = 1) = =17

3
il I
.
—
9
F-
1
A
I
@
H-
T
L
=

e 4+ (10 + 45 o %+ (10 + & + 4) . [-1))
- (h.ﬁ + 3e(=7) + 3.(-8) + (=3)i(=3) + 5.(=6) + (=4).(=3)

= 78 ~ (=6) = 84,

p

i z
Lk - —f
- LT [l - < ¥y
e - ;. 5 ' £ i LSS & LS
_J - -
- -

Bbexarnt 13t n der Koeffizient k.. Fi ine Be ing zen
thﬂniﬂli 1 it Hoefflzient Xye Fur seine Berechnung genligt
rleichung: ¥ah gchnet fir ir;endeinen willlgirliech wihili~
vert O die zugehirige Determinante D (&X]).

26



eh

Gewihlt sei oo = 6, dann ist

4 & 27 =8
. . aawas b
(=1)" « (&) = e =~ 160 i

wrd N

I
LV RS
Eo
+ N
|
=J

LH4.62+k5.b+i%-J--]_5C:.

(B

6" = 17 o B

Jisn findet hierzus
] . )
Al 160 - 80 = (6 , (6-17) + B4) ., 6 R

[ T S o et S e S L R — D m = JUE e
- & ;

Bei diesem Rechnungssang sind fir die Auflésung eines n-reihi-
igen zieichungssystems folgende Hultiplikationen und Divisicnen er-
ferderlichs:

8) zur Berechnung des Koeffizienten k. i
fiix 2:511 e ¢ (p=1) vultiplikationen,
b = - % I_I,LU-"]-;'_ "
fir 2ay, agy @ S5
r "~ i
Zusammen .-._Eiilj.{n.ﬂ'_ll
e

; zur Berechnunp der Jeterminante D (0), sowie fir (n-3) welitere

Determinanten u-ter Ordnung:
i B A
. - N +Z0=G . ;
I8 meresnls im pganzen also (n~-2) . u——%——— Cperationen,

n

3) zur sufstellung des linearen Gleichungssystemn

.
Zuerst missen von jedem der (n=3) Nerte a:i die Pobenzen

2 i
a(i ] Ki}l dod B ﬂ..ﬂﬂ;

berechnet werden., PFir die Be=

i
rechnung des abscluten Gliedes
=138 o el e T (’ & e )

sind noch je zwel weltere sultiplikstionen nétig; insge=
samt werden elso (n-1) (n=-3) Multiplikationen benttist,

) zur Auflsung des (n-3)-reibigen, inhomogenen jleichun-ssyetems

27



5 £
S P o { n =5 2 L o c i
o = 2 L B2 24 yultiplikstionen und Divisionen

Die esamtzahl der tultipliketionen und Divisionen bei diesem

fehren bebrugl demnach:

- 3 - P
aliel) o (neny E_téﬂ:E WYL\ LE_:QEglliﬁzﬁl

. B(nz1) (2a%41) | 4o oy

Cr

entafel iiber die erforderlicken iultipliksticnen uw.Divisicnen:

n = 7 & > G 7 8

ratinung von ky 5 9 14 20 27 35
i der Leterminsnten 3 M 129 295 585 1044

-

fBetellung d,.Glelichungen (§ ) o 2 B 15 24 55
logung " ” Con IRt e SURE I A

aamtzahl d.erforderlichen :
u ti:1i1{4J~Tiﬂ-}7#.T, Ue., Mwvisicnen Ti 5? 15? ;;_1"_8

£
=
%]

1179

e Zzhlentafel zeipgt, dass der weltaus grosste Tell der Rechonars

e
¥

erechnung der (pn—2) Determinesnten p-ter Crdanung

B
#lE CLE i

ki

mtril1t, wihrend der fibrige Arbeitsaufwand im Verhéllinis verschwine
gering 1st.

1

Verfahren eignet sich daher verziglich dson, wenn sinzelne
der Determinanbe U (A ) schon von wvornherein bekannt sind.
2.5, bel einer vierreibigen Sékulardeterminante fiir irgend
vert O dle zugehirige Determinante D (X ) im vorsus bekannt
[gt, su erlordert dleseg Verfabren elne peringere Hechenarbelt,
fls ircendeins der bisher beschriebenen Verfahren.

28
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2.) Verbesserung eines einzelnen [l enwertes.

san kann den Verlauf der Funktion D (A) such dazu benutzen,
einen einzelnen Lhigenwert, dessen (riaose bereits angenéhert, aber
nicht mit ausreichender wensulgkeit bekannt ist, genauer zu berech-
nen. Sind z.ﬂ./llT und /{th guel Tiherungswerte fiir den gesuchten
genwert Jhl' 80 kann man durch Serechnung der beiden Determinan—
ten D{z&li} und D {;Kl'l} und durch Anwendung der Regula falsi den

enzueren Wert )
] D ‘:)'-1 )

)\.flnt)k"":)\.‘— ”.:'-— il g T
: & r A Ay ) =DdA; )

: 9)

berechnen.
Un die “Yenauigkeit diezes verbesserten lertes nachzupriifen,
Berechnet man am besten auch noch den entsprechenden Vert der
. : rtre
eterminante 0 ( A ¥

- l L I £ - I3
ks kann vorkommen, dagss auch der Wert ’iL nocii nicht hin-
Peichend genau ist. lisn muss dann noch einmnal zwischen den bekann-
E. i 1 1% LI ; f
ften Noherungswerten ;{]_, gkl and ’{l interpolieren,
Bierzu kann wieder die Hepuls falzi (Sehmen- oder Zelkantenver—
fanren) benutzt werden, Zweckmiassizer ist g8, eine Interpolations—
dormel zweliter Ordnung zu verwendern, in der alle drei bekaanten
likherungswerte susgenuszt werden.
Am besten eignet sich fir diesen Zweck die Gleichung eine
Farzhel:

3

¥ o= 88 + bx + &,

b die 3 gegebenen lunkte *1 Vs ¥ ¥ und %z V3 gelegt

o
L

£
!

den Gleichunzen Y o= bor 5 &,

= <

J'll = ELX} -+ hu. l+ C- I

¥o = dxﬁ + bX.¢ & "
% = ‘ia Do

J.?J el & ,.'J+ =

(kann man die 3 Honstanlen a, b und ¢ eliminieren und erhilt nach

ginfechen Unflormungen die Glelchung

(g=y3) (%o

R Ty
T o= Xy 75 7773 ‘ ) (M)
E}?_K_‘:} '(KE'-?!) - EE:;{ - (%-%)

| Gleichung (1) lésst sicn leicht zus den Gleichungen (70) ableiten.
 Zwischenrechnungen sind hier weggelassen., Hine eingehendere Behand-
g diesor und dhnlicher Néherungsgleichungzen muss einem besonderen
gatz vorbehslten bleiben. 29



&

gesucht ist der Schnlttpunkt der PFarabel mit der ibszlssenachse,
B 1t also zu setzen

y=0

:'rnar kommt der mesuchte Abszisserwert X selber auch auf der
fechten Seite der Gleichunsz vor. is genlgh, ihn durch einen mig-~
lichst guten Néherungswert zu ersetzen, z.B. durch dea Wert 3:3,
lglle dieser der pgenzueste der drei bekanntern Niherungawerte iat,
Jic Héherungegleichung lautet dann:

5 ¥z (x5 = x;)

5 3 2 1
| }."l-i' '}:5 £ :.rl <11 ?:-"é ; :,rl: o 3‘:5-_ {fZ)
: s oali e e s e

11 man den Nulldurchgang der Parabel noch etwas genauer bestim-

Bn, 5o kann man suf der rechten Seite der Gleichung ({f ) dis Un-

jekannte x durch den verhesserten Tiherungzswert x, ersetzen:
]

&
t ¥z (X, = 1)
= L 1
B, = Ky =  —mem————— e e {2
& 3 gy TN ¢ ) da = ( ) (12
——————= (. %] * :.,._...._é X, -
: o By VR KoK, 1
fle Ninerunzsformeln (12) und (12') lassen sich ohne welteres fiir
e vorlierende Aufgabe verwenden; die “bb515¢EﬂﬂﬂrLu Lys Eoy ig
fn(i durch die drel bekannbten Niherunzswerte a’k J}Ll' ¥
_. L 5 o " ’
, und die LJ.Lﬂ tionsw erte ,}1, ja, :p, durch die entsprechenden
i LI
gterminanten D (ﬁ.l ¥ B {/’L {}L-, ) zu ersetzen.

i

Bhlenneispiels

2 1 =A
el i.i. fir-den grdssten Higenwert der Wert
. )
/{1 - l?gfj
Brechnet, [ie lachprifung darch finsstzen in die Determinsnte

(.’1-} ergibt

V]

p(17,5) = + 133,125 .

PJ-

r gehr grosge lerte A w
Eeile A >17,5 1
foc D( A ).

Fenommen sel Z.0.

rd D{A) negativ. An irgendeiner
pesuchte Mulldurchgang der Funk-

In.l-r
1]
Lok
¢
I_l‘
in
Q
[T
i ]
H

A, =0,

20




4

Bin Einsetzon in die Ueberminente erkeant

man, dass dieser Wert
B hoch cegriffen ist,

38

D{19) = - 43
h snwendung der legula falgi findet man den verbesserten

™
ol

1 s a 189=17%7 e 5 - T s T al e
= 17,5=13%5,125 & —-35213? ;o S 17,5+ “éﬁé%"’7w1* = 17,85

froze ergibt
D (17,853) = 15,661
5 Hilfe dieses runkbionswertes Hfhwlrt3 kann man die Genauigkeit
Bebmals verbessern:
4] Benutzt man die <egula falsi, so findet man
A = 17,5 und A = 17,853
A (4) _
I

= 17,853 = 15,661 ,

LeDe BUS

]
e
p
I3
o
r
!
i
L&
o
i
a1
1]
(-
%
A
J1
\

'I.,_'L-? Qi =

I 17.85% - 15,66 Hemnly=dl 17 . 865127

= LRI L2 !b:‘l o ';‘;;'F-JJ:EFE‘_,I :.fll'_hiil_h 1
Benutzt man dasz cben beschrisbene Parsbelverfahren unter Verwens

. o L o
dung der drei bekannten NEherungawerte A . A
s0 ergibt die Gleichung (42)

B _ 15 0ss - 15,06 1,5

3 - |5 H&l e ""TE'T"'I’""'"_"""'--'-—:""-'—-'-_"H'___" e i
T R e = :_j:-' iui_l- f2f 1
b 3 | I e,

& -l..,l .I'} + "_I_'I'""H""" “

K

etzt man diesen ftert 17,8982 noch in 3leichung (12) ein, =0
erhelt man

héﬁ) « 17,6853-15.661 . If?-—fﬁ——————llz-—vp—

g SRR EE] T L iias

u,j,)? -4-.|-Lw1\_,- ' ‘iq—ﬁ . ,..l,.-'"j'_ld

Der iiert xli;f stimmt sehr gut mit dem zenauen Ligenwert liber—

ein, Dieser betrugt =_17,8080564.
x T — - = - =
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IV NALHERUBGOVERFAHREYN ZUR GLEAUZREN BESTIMNUNG EINZS

L LGENWERTES UND DER ZUGHECEAICGEN BEIGENLOEISUNG,

8.} Der erste laberungsschritt.

iin einfaches lMaherungeverfabren kann man benutzen, wenn ein
faenvwert und die ihm entsprechende HidgenlOsungz bereits angenghert,
fedoch nicht it vefriedigender Genuuigkeit bekannt sind,

Der sesuchbe Ligenwert sei A , der hierfiir ermittelte

fehe ranzswert A'. Lie gensue Ligenl@sung =sei Xy & Ko b oased Koy
jobei man Uber die absolute Srdsse der Verinderlichen noch eine
§llkiirliche testimmung breffen ksnn; es smei z.0.

-'k.-n=.1.1

1s = & C, g0 kann eine der librigen Veridnderlichen auf den
¥, = 1 festgelegt werden, )
echnete, ansengherte Digenldésung ist dann ebenfalls auf

ge Normalform zurickzufithren, indem man alle X, durch den fir

rrechneten llert dividiert,

Die in dieser .eise festgelegte angenéherte LigenlBsung sei
: P ] i
X1 g B g wle ek g W s g 3

jeichunzssysten (1) laatet, wenn X, = 1 gesetzt wird:

_: L 2 ; o . + B g

{‘-' 13 )'G / }Ll + 15 _{E A T T D-l . el }in_l F é::l.ln = )
{_i_l 't"._ - L & _'_ e )k .:I _:{Iri"" a [ 5 L 3.2 ’.n"‘l 0 ]_ + EJ..-_:, - ! (13 J
I i e gl e P e e e SR
a .8 B 5 Xo 9 + & X i, & - 0.
i . S ¢ b s o Tk “n,n-1 J“IJL-{L”'{*:‘m:g A) =

g5 in die linke Seite dieser Gleichuapgen die angeniherten
1 ¥
ST T B i

i e s ea g

gin, 8o wird die rechte Seite im all=-

]
=1

"

e inen nicht verschwinden, sondern man erhilt zewisse fehler-

gheen £., Loy o o w y £.0

\ Al )%y 8y 5%5" e e 1T ] Xpal' * S S
6y ¥ 8= AT 4 s 60 + 8y p g X 3" ¢ So
TG T it e R SR
by Fy Mg Boaoos Ay gy X GG ER U
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H

Aus diesen Fehlergrissen fi (i
3 1 1
Kaherunzswerten x; ' und A genthaltenen Fehler

l,2,.+4,n) B0llen die in dan

‘::- L Vo= };i ':iT—“lejot.'ﬂ‘"-,-} (fj‘}
und ‘?

berschnet werden,

i
e
I
}-—-

7u diesem Zweck sebtzt man in den Gleichungen (%) :

-

i b 45"

el
i ! 2 yis 3 % %
g )\_ - o )(x +8,) + &, - e+ T B ey = f

i)
r
.
—
’
-
-
£
o
s
-y
|‘:-\.
FL
I
!
i
o
oy
kA
Ty
Pa
-+
!,-I
ma
LS
+
L
-
e
I
ul

¢

o L o - A o 4 v I L !
=) 3 a L:Ll-lll"'l + Ll".'-" - ';.-_l--_.l‘_-..._‘;"" = 0 ™ II:LG-':L‘_/{ _'al _J=J, G i

Won diesen (Gleichungen werden die Gleichungen (13 ) subtrahiert

wobel noch folgende Umformunpg vorpenommen wird

-

{aii - A - $'}.(xi+di} - {aii +,{ ) Xy

= (a ii.*’l -d ) & -+ (S",;:i = ‘:&i'- - A!) d., - d‘--"u

gan erhdlt aslso fur die gzesuchten lelhler 4 4! . ind

5

das folpende lineare Gleichungssystem:

{ﬂ“_,l_ )!.*)II d"l t *’-‘-J_I 2 ']__ R S T 1 ,.,'._. i X d = ’.3 3

& . T W oY -Atd .-x oda £
el 2 *“n=l,n~1 A n-1 “n-l J n-1"
. 'S £ i -k | - . =

“nl e T AR R W e T | 1-d fﬂ .

Bte dlesem Gleichunzassystem Xonrnte nan die Grossen ﬁl "'dﬂ*l
1 Zena rechnen, wenn die (als KoeffizZzienten darip sng-
usn d Zensu perechnafi, wWet

Phialtenen) Grissen X,

i eee Kn—l bekannt wiren; des ist abey nichl
ﬂBI’ ."'El_._l L3

i




A

nwxr

A

- X, and
i

IR Ty

ans. d aus denen n aucl

.
j'l' ;
5

i Sotier 5 s
RN SN

frrechnen kenn,

lenbeispiels:

Bl oy
. A E b
RN atals Zvata
lelcoungsssystem
o Y
(1C= A) x, + i =
A =
= ;
+ (5=K) %,
&
7
i i hrert vorn der
i LLESIWeDU Voll der
1 6 1L I ile diesem

L% V]

ey

fen kenn jedoch ndherungsweise Ky owesaX g durch die bekannten
: ¥ i ¥ e
jeberungswerte x, , ... X,.] ®ersebzen. liun findet dann allerdings
B8l ‘uflosung des Gleichungesgystems statt der resuchten Fehler
). i

nar

. 15 '
die angendherten Werbe di

die verbegser

ten Neherungswerte

= i

4 v 0]
;;; = 4

3+ [ 1= xl :| X = [

wh L1

N - =3 e
" 1y g
i 2 g WL

A?

prechsnde

$ssenordnung 2.

enwert ents

A genl dsungy
Lismenwert und die

(14)

¥
ie Gleichungen

ergroesen ., f., £, beatimmtq
1 a5
-y =
T L - S
4
3 ” ;
& L= L 3 .- o "I' #
4 4 .
t7d » 4 * Ly " - s
-
in %', ©," und ' enthal~

siehungen (4 elniagel

7]

i

C'r e - !
= 232840034
. 0377738 3 -2, 10206045 $ 3



1=

Jobekannten %, und %, werden zuniechst durch die bakannten
£ =

fSherungswerte ».' = 1 und ?E' = - 2 ersetzt, kan findet dann durch

1
[lésung der linearen Gleichungssysbems die Werte

-

13

o }g = o= U,[.S,q. ’ {12 = 15-2!—-#

8- = 0,237 , d'= 18- = 0,478

Kld' = 1,634 Entt e - 2,837 ‘A" = = 5,474,

Uie “Yenauigkeit der verbescerten Nidherunzswerhe xi" und A"

Bird oft noch nicht susreichen., ic nuss daher noch zezelgt werden,

fle men die Genauigkeit weiter verbessern kunn, Hierfir kommen
rechiadene iege in Retraeht,

.) keitere Verbesserung unter Berubtzuns der verbesserten Lizen-

ita -
""L'L["I

Urde man in die Gleichungen (f?) fir z,, ., .. -
zensuen Werte der gesuchten Eigenlosuang qingétzaag 80 kﬁnnte
Le bereiltz gegelpt wurde, durch Auflfaung dieses leichungzs-
Bictems die in den Niherungswerten xl’, xL'q - xﬂ_l' upd 4.1
fithsltenen Fehler

di = Hi* m Xy und

st A A
serechner,
nan 8talt der gepauen EigenlBcsung Néherunsswerte in die
:ichungen {f?) eln, so wird man dle in %,* und A ' enthaltemen

ler umso gensuer errechaen, Je zenauer die benutzten ldherupgs-

Jﬁ:..{ e B | .-_, 58 @ - 1. n_'l-'ll-\.'ii'
an a her die Genaulgkel eiter verbessern, indem man
rei cbesserten Néherungswerte x.'' in die Gleichungea ({F)

finselbzt, bDurch sufldsung dieces Gleichungssystems findet men fip
fie in x.' ucd A' enthaltensu Hehler jetat die Iefioueren derte

Yt gynd g'' und hiersus die von neuem verbesserten Hakherungs—

P
|
pon
i
ﬁj

¢: y Talls es notwendig ist, noch belishlE Gt

decderholen und mit Hilfe der genauer berechneten Fehler di&a-und
v o ot : : g

0¥/ den gesuchten ligenwert und dis entsprechende LigenlGsung
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-P

Jeder mewinechten Genauigkelt ermitbteln:

(el (¥}
i =%; —d

AL sy (18)

X

it dle frage nach der Konvergenz dieses Verfanrens wird an andsrer
g8ll> noch eingegangen (verpgl.ibechnitt VII Seite 119 ).

# :‘H]-I E_L "

fcbizen Zahlenbe 159161 werden in Gleichung {1?’) die Unbekannten
fund x, durch die verbesserten [uherunzswert
B = - 2,237 ersetatt

Auflésupnz des Gleichungssystems

15 I,j".“If' +l:' {1»;'! _l‘_:JBJ_{_d"Pi u"'rr.'
e —

L]
]
A

i a4 - - 5 - - 3
1.0 fjfr + B a.'t + 2,237 dﬂll

EL-IU_:II___ d’\r!w O

QEibt die gensueren Werte fir d,, d, und d

[Tl

i " - y [ r e
.E.;-, P - g 251D f Ay L + 'a_.,,_"l_';?:l GJ'” = & if}.rl__"'"
e i ! 4
= s NIl BN xRS, T U Y Wi = A - = -
yon den anfenglichen Niherungswerten Kl" %x4' und ;{' AW
[
ptrahieren =2ind.
B ernelne
LS 0N | E ERNE . 1er SO T B8 - o ] | e 4 Ay
L S B o Ha = _j_._l_.lr",__) A Eo i o
folgende Tabelle zelipgt, wie msn durch wiederholtes Linsetzen
® errechreten; verbesserten Werte in die Gleichungen ( 1?') rasal
gguem 2zl sehy pnuuen Yerten gt .,
tf SEaT e ¥ = J{_} A 5
e [
P s &

s Ee | k)
- ¥ i g L . Tt y W e e - .
X s } £ L, Basly el g LR LT =M R
2 8
B ;
- }
s I 4 . Y i L I 5 Bats T REOE
- ¥ Ll R i g I-r, ..-r‘i..--"!I "':-"9.-}
B (zum Vergleich):
]
ke i R e s L Lo 5 riv gl
genale lderie --g'-'.fr"?/;'f Wikt Boee ot "';'i-f w'.-:'I

A5




Dabei ist zu berilcksichtigen, dass die gewdhlbten Anfangswerte

' und A' in diesem Beispiel sehr ungenau sind. Falls von vorn-
erein bessere Ndherangswerte Ei‘ und A' hekannt sind, die fiir
fie derechnung der Fehlergrissen fyo Tas one fn henutzt werden
gonnen, so werden diese Wehlergrdssen wesentlich kleiner sein und
&s Verfahren wird daher bedeutend schneller konvergieren,

5. ) Benutzung des verbesserten Lisenwertes,

#ir manche F&lle ist es vorteilhaft, das Verfahren in folgen=
ler ieise abzudndern.

3ei der Differenzbildung aus den Gleichungen (%) und (#3) ist
netelle der Umformung (48) auch die folzende Umformung nteclieh

':31_:'_ -A - UFJ(K:L + ﬂij = (aii -A) x5 (19)

=(ag; —A) & - (x; +dy) = (8 ~A) 4 - x;' .

metelle der Gleichungen (17 ) erhilt man dann das folgende Glei-

hungssysten
lf — i - l-u =
By A) Sgs et a{,n—l dn-.f *q J‘ 4,
w W = & § ] ] & & & ® & & & & & i B @ ® . s 0w . & @ " a &
| . (20)
- . X 5 ' il =
' ®n-1,1 o SRk L +{au—1,n-{ A) dn—{ ¥y '-rﬂv{,
an‘ ¥ ':IL" * sena * Eﬂ,ﬂ-f = d.[l_; - d‘n fn

grin =ind, ebenso wie zuvor,
s £35 +00s T die Fehlergrissen, die man beim Zinsetzen der
von vornherein bekannten Néherungswerte

x;' (1=1,2,...0-1) und A' in die Ausdriicke

(14 ) findet und

E: = 1, 2, +ouy B-1) und d' die in diesen anfénglichen Naherunzs-
l werten xi' und A ' noch enthaltenen Fehler,
psetzt man in diesen Gleichungen (20) noech den unbeksnnten Eigen—

ert A durch den bekannten Néherungswert A', so stimmen die Glei-

n

hungen genau Uberein mit denjenigen, die oben zur Zerechnung der
;aten, angengherten Verte

_ dg' (1 =1, 2y veey n-1) und d'

pd der verbesserten Niherungswerte xi" und A '' benutzt wurden,
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Die weitere Hechnung, die zur gensueren Berechnung der Fehler
, und d" berutzt wird, unterscheidet sich jedoch von dem bisheri-
: Verfahren dadurch, dass fiir den Eigenwert A die verbesserten
Werte in die Glelichungen eingesetzt werden, wéhrend fiir die Wigen=-
: , die anfénglichen NEherungswerte welter benubzt werden,
Auch die Gleichungen (20) gelten exakt, wenn fir A der ge-
naue Ligenwert eingesetzt wird. Sie ermbglichen eine umso genauere
Berechnung der in x;' und A ' entheltenen Fehler, je genauer der
fir A eingesetzte Niéherungswert ist.
Beispiels
: Im obigen Zahlenbeisplel (Seite 33f) wurde rfir A der wver-
pesserte Ndherungswert
| Al == 3,47

prrechnet, Dieser Vert wird nun wieder fiir ,1
{20) cingesetbzt;

in die Gleichungen

15,874 d,*' + 10 Gyt =

d\li

8,474 dy't + 24 ' = -4,
e Gt E S

10 - PR

firdet hisraus

3 B R
£y *4

(I
i IL

dy'' = - 0,6281 e 11,6281

dz” = + 0,1828 » X," »wd," =

d\||=+,:,1365? Alil,lt_oﬁl'l-

en ert A''' kann man von neuem in die Gleichungen (20) einsetzen
ind hierdurch die Werte x5 und A noch genauer berechrnen., Durch
jiederholte anwendung dieser Naherungsrechnung gelangt man zu
folgenden Werten:

- 2,1328

2 o) el
= Jf3ﬂxf .

Naherungswerte [ir X, Xq A
A’ 1 -2 %
A 1,688  =2,2%9 ~3,474
A 16381 2,188 3,165
A 18308 -2,1939  -3,38785
Aha 1,63736 -2,19160  -3,38321
A®)  1ese7  -2,19209  -3,38418

8
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besonderen Anwendungsgebiete und Vorteile dieser verschie~ ~

finen Niherungsverfahren werden spiter noch erortert (vergl.

Auf die Frage nach der Konvergenz dieses Verfshrens soll hisr
gch kurz eingegangen werden.

Kk onvergenzuntersuchungen bel l'dherungsverfahren verfolgen
jpuptséichlich einen zweifachen Zweck:

l.) Es ist festzustellen, unter welchen Voraussetzungen die
gcheinander berechneten Nédherungswerte, im veorliegenden #all also

ilerte
n ] (¥}
VTR L e LA

! !

ggen eloen bestimmten Festwert konvergieren, unter welchen Bedin-
ingen also die Differenzen je zweler aufeinander folgenden Néhe-
unzswerbe

{AH_AI] : (A.m-f'tu)J.“...j()llh”—fﬁ),-..--

5°h'“ft_HE”ﬂHE”dEr Konvergenz dem Yert .ull nEhern.

2, ) &8 muss untersucht werdsn, ob ein solcher Grenzwert, fiir
gn die Grenzbedingung

' AP )

pfillt ist, auch wirklich eine Wurzel der pgogebenen Gleichurng, im
irliegenden Fall also ein kig
at,

enwert des gegebenen Glelichungssystems

Uie Behandlung der ersten Frage soll auf eine spitere 3telle
deser Abhandlung verschoben werden, da die Benutzung der vektori-
ﬁlen Dargtellungsart hierfir besondere Vortelle bietet (verzl.
pschnitt VI Seive 120). Hier soll zundehst nur die zweite Frage
gzlirt werden.

denn man in dem Gleichungssystem (20 ) fiir A den Niherungs-
art ,l“” einsetzt, so lindet man durch Auflésung des Gleichunge-
jyetems Tir d den lNéheruapgswert:

39
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{r) . &
II:aH o )\_ J E'.{_z. ] ] - drf‘ I'.|:_-f I_’
(V)
594 (Bay = A7) W o s Ry i *a2
anf ﬁnz By =4 Ln
- e

- (v) : &
La,ﬂ - A, :' 84a A d‘f‘ﬂ_{ g
_ a0m 4

Y (a A} TS

%4 %z 0 s a&,n—{ 5

r Ausdruck (21) kenn in folgender Weise umgeformt werden:
P der sahlerdeterminente wird von der letzten Zpalte

1
das x4 =fache der ersten Spalte,

T
das xy =fuche der zweliten Spalte,

das x,_4‘=fhche der (n-4)=ten Gpalte

e

ptrahiert; dabei bleibt der Wert der Jeterminante unverianiert

Llemente der letzten Spalte sind dann
v) ) i '
fp = ((u=A")x + agx) +......ra "H) ,

fl s Ay "'h‘j + (ﬁu‘lfﬂ)xzj LR R "n-.t?)

a 4 ® = ¥ oW O® s & B g W o W s ¥ A g 2 a m ®™ = om

In - ( Ana Xy +  ApaXy ...t Amned ‘x“'*,) :

Betzt man noch f,, fa, ... f, durch die Ausdriicke (74 ), so

fhilt man als .lemente der letzten Spalte der ZEhlerdebterminante:
. ¥

s T AETE /l{ )} =y
¥ G {F) !
“1n (A A ) ¥

& - L] L] - - " L] L] - L]

fe e AVt A < A

Zehlerdeterminante kann dann in einer Swine von zwei Debermi-
grten zerlegt werdent

(¥) ) L) r)y e
SWJPDM J—LRG{A%F:IJJ.{:{X L (2

4O




- A(P}} &11 'R

(E.L-L_ Air};}.' ] 'F-;!I

i

pin zur Abkiirzung gesetzt ist

ain

8.y (8.~ PLEP)}

if ¥ A .
I aus A( ) errechnete, verbesserte Ligenwert ist slso

- 1 ( ) 1
] {‘Pi—lj‘ “/l 126 J':'I-") x G%%"fp’j} A (/1. _A(]’:'I:I
- NG (23)
= 1\V) , B(. )
A 'L:I:/]u. er)
;;aus folgt zunachst

mit ist gezeigt, dass alle Wervte A , fir dis die irenzbedinzung

/{(P+l) Sy (»)

auch die Gleichung D(A) = O befriedigen, =laso Wurzeln
r vekulargleichung und somit Bigenwerte des gegebenen Gleichunge-
Btems (1) sind,

pfiillt ist,

) hbgekiirzte Verfahren,

Aus der Gleichungz (23) kann noch eine
g gezogen werden., Die Lifferenz zweier sufeirander
ch Gleichung (20) berechneter Naherungswerte

) (7+1) *,l(P}

welitere, wichtige Fol ze-

folgender,

ist eine algebraische Funkticn vor A_(V)?

(v+1) _ , (») _ (A ) ;
A A (I'EA fﬂl A7) (243
AP o ) 6% Blesae humdruck o 0.

ills nun drei aufeinander folgende Néherungswerte
| LI | L

‘l' ) /l § /1. 1

0 8ind damit asuch zwei Werte der PFunktion (24)

A x

LI A | L ]

cekannt sind,

zegeben, némlich
r

=g (A ) und
rt

g LA D

jon gewissen Sonderféllen abgesehen,

kann man im allgemeinen an-

41
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L

men, dass die Funktion g (A') in der néchsten Umgebung des
fgenwertes A stetig verlduft und néherungsweise durch eine lineare
ion ersetzt werden kann,

(Ausnahmen liegen vors

a) wenn der Nennerausdruck G(Jkﬁy)} zufellig genau fiir den
Wert A oder irn dessen unmittelbarer Nihe den Wert Null
annimmt,

b) wenn A ein mehrfacher Lipenwert izt oder in dem betrach-
teten Bereich mehrere “igenwerte liegen,)

gkannt sind also die Werte g(A') und g ( A''). Gesucht ist derje—
jge Wwert A , fiir den g(A) = O. Durch inwendung der Repula falsi
Bdet man

) 1 )l.“—'.ll
A:ﬁ A - E(AJ'-E(Au}_g(A.J ]

SRV ) i )
A ) O A"=22" $ X
)J.,llll 2 AHL = ’j"" O‘m_)‘qu

2 - i (25)
A" —2A A JEESPLESY

obigen Beispiel findet man nach dieser Formel sus den drei

g swerten

By - -3, ATt o= = 3,474, X't o= = 3,3657

p verbesgserten Wert

- 53,3657 + %55?;3 = - 3,38584,

aus den drei Néherungswerten

AT = - 3,474, A'' = - 3,3657 AU _ 338785
N bereits recht menauen Wert

- 3,38785 + F:y35re = - 3,384089.

L1

In der PFormel (25) ist vorausgesetzt, dass unter Benutzung
fner bestlmmben angensherten Nigenlosung der Wert A'' aus A
ghenso der Wert A''' aus
'f:'

A''" nzch Gleichung (20) berechnet

Bt Die Hepgula falsi lésst sich aber zuch in dem allgemeineren
anwenden, wernn fir ¢ beliebige Néherungswerte A; und A;

8 beide in der Hahe der gesuchten Wurzel liegen, nach Gleichung
%} die verbesserten Néherungswerte A;' und A;' berechnet
ind, vorausgecetzt, dass auch hier eine bestimmte angenéherte
genlozuny benutzt wurde,
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~ Auf dem gleichen Weg wie oben gelangt man dann bel Anwendung

der Regula falsi zu der Naherungsformel

. » 1 n )

A_.-ﬂf ()L.Z —)-4 )'(’az—/l:.} : (2-?')
AT = A

3 1
Fir demn Fall A =_A‘ geht diese Formel in die Gleichung (2f)
fiber.

Interpolationsformeln zweiter COrdnune,

Wenn man durch wiederholte Anwendung der Gleichungen (20)

g dem anfénglichen Néherungswert A' der Reihe nach 3 weitere
Eh:rungswerta APt RS l(#} ({oder allgemein za 3 beliebigen
fiherungswerten A, , A, , A3y , die in der Nihe des gesuchten
figenwertes liegen, die 3 verbesserten Néherungswerte Af", Az*',
53" ) barechnet hat, 2o kann man such nach einem Interpolations-
yerfahren zweiter Ordnung zwischen diesen  verbesserten Werten
lnterpolieren,
' Hierfiir eignet sich meistens wohl am besten die Hyperbel-
gleichung:

41 = Je

T,t e g1 T % (26) i
it X5 x, Tt FOx,

KIXE‘—F_;

Betzt man hierin:

Xy Ay e Xl e 3 .
0ol By 4
3,; =A-A ’ «Tg:A —f’l t 33‘/‘1 e
(bzw, : :
Hy= r‘u ’ b .11] ¥ X&’A; '
To=h=Ay v Tp=Af-Ag 0 TyEAYAL ),
0 erreicht man meistens viel genauere Werte als Lel linearer
nterpolation. i
#ahlenbeispiel: e
Aus den errechneten Werten
A= =3, A't=-3a7a , A'''e - 33657 , AAEE
' -3,38785
findet man bei Anwendung der FKéherungsformel (26) 3 '
A ™ - 3,38400125.
Dieser Wert ist noch um eine Zehnerstelle senauer als der mdf
Hilfe der Regula falsi aus A'', A''' und ,liq) bsrea--gag
Wert.,

15
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J Bepubtzung der verbesserten EigenlCsung u n d des verbeszserten
- Elcenwertes.

(11}

Weg zur welferen Verbesserung der errechneten
lerungswerte besteht darin, dass man das gesambe unter 1) ge-
bilderte Verfahren noch ein- oder nmehrmals wiederholt.

Dle aus xi‘ und A' errechneten, verbesserten NHidherungswerte
X.i"u.ﬂd /1?1

plen wieder in die Gleichungen (1¥) einpgesetzt und hieraus die

Ein anderer

lergrissen
'(ﬂ _};Lll:'x tr+ a o Y el x:r'.l :f”
i 1 12 ) .o 1 n 4
' a w T (e e T = 1w o 1
21 1 (ag= A%, il n T
]
[ ] * L] L ] L L L ] L] L ] [ ] L] - ] [ ] [] L] L] L 3 [ L] [ - - L] [ ] " - @)
: i g w 1 L R L b e I ML S
dn_{ }Lf + anz‘ -ﬁ:zr . e al'_!-l A ..--):_.. n
berechnet,

ERschnungsgang zur Urmittlung der in x,'' und A'' noch enthsl-
Fehler ist dann genau der gleiche wie friher bei der Berech-
%&er in xi' und A' snthaltenen Febhler,

enbeispie

=
A5

Ple =us x1*, xz‘ und A' errechneten, verpesserten Heherungs—
i

' = 1,68 Xp'V o= 2,24 Al o= = 5,47

gn in die Gleichungen (f4") eingesetzt:

13,47 . 1,68 = 10 . 2,24 + O = £,'" = 0,2296
. 168 -~ B.47 . 2,28 +.2 . 1 = £,'' «=0,1728
0 -8 v 2,28 + 4,47 , 1 = £, =e0,0100

 dem Gleichungssystem entsprechend den Gleichunzen (13)

13,47 4;"'" + 10 - dp'* = 168 J'' = 00,2296
10 d'' + 8,47 d;'' = 2,24 &''' ==0,1728
E dLl Vo d“ L :-L;il "_Illi_-._r:r

LN LR |
fdet man néherungsweise die in A und X4 noch enthaltenen

hler o't und-di" und hieraus die zbermale verbesserben

Rerungswerte
)LII'I' i /}LH_ J'f‘
x. P Lot s, 1) ! 5
i 1 1

J‘



d,'' = + 0,0415 X' = 1,6385
d,'' = - 0,0471 X' 'Y == 241929
5’“ = -.E,L."ﬂ-’-}fl /{”' e Ty

Bei nochmaliger Durchfilhrung dieser Rechnung findet man unter Be—
Butzung der berechneten Werte xi“' und vty

T =  0,00213%088
f,'1' = - 0,00500153
£4''" = = 0,00010000

den Gleichungssysten

2

13,3857 4,"''+ 10 4,'''-1,6385 §'*'' = (,00213C8

10 dy'"'+ B,3857d4,'"'42,1929 S = — 0,00500153

5 i Prasie .l -
2 A" '=- d 11 - 0,00010000

ir‘lll ; gj.i;_';;_:-'_‘_.i'_-',;,_?(_,.g"a }:4(":' e 3{1!|1 i d_“fli'l i l,l::

3777905

; . =T e R

.'“31 ey g ’L,k_,‘_l_-_?_?q_\ﬁ._j 2:2( :I i :,:11 £ SRLE dil ] - 2, ].;'._]i.i._';...'l
g’

é‘ F1Y o - 0,00168998 ,)L"‘JF £ fi o e d\ PYY = — 3 3B401002

. > ¥) 4 4 ¢ : '

Bece [laherungswerte x4( A x1( ) und ;i( ) stimmen bereits iliber

Pezimalen mit den genauen Werten

Xy = 1,6577788
Xy = = 2,1920047

A =~ 3,3840094

8§ Jelspiel zeipgt, dass dieses Verfszhren viel rascher konvergiert
fls die beiden unter 2) und 3) beschriebenen Verfahren, bhei deren
entweder die verbesserte Eigenlésung oder der verhesserte

-

Die erneute Berechnung der Fehlerzrissen Ty vens fn ist such
@swesen vorteilbhalt, weil sie elne zute Kontrolle der Rechnungen
guc:licht und einen anbaltspunkt dafiir gibt, ob das Verfahren
vergierts Falls z,8, die aus %, "' und \'' errechneten Grissen
' nicht wesentlich kleiner sind, als die aus Ki' upnd A" er=

ey

Bcine ten derte fiy 80 ist das leherungaverfahren im allgemeinen
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mbrauchbar, da es dann garnicht oder erst mach einer grossen Zahl
jon Neherungsschritten zum Ziel fihrt.

andererseits bieven aber auck die unter 2) und 3) geschil-
%rbon Verfahren bvesondere Vorteile, die in letzten Abschnitt
Eeser Arbeit noch im einzelnen betrachtet werden sollen,

Der erforderliche Arbeitssufwand.

Auch fir die in diesem Abschnitt behandelten Niherungsver-
piren soll als iAnhaltspunkt fir die Beurteilunyg der erforder-
fchen Rechenarbeit die Anzahl der fir Jjeden FNéherungsschritt
btigten Lultiplikationen und Divisionen angegeben werden,

Der erste Niaherangsschritt (Berechnung der ersten verbesser—
Neherungswerte ,l" und xi"} erfordert folgende Bechnungen;
9 Division der pgepebenen Eigenl@sung durch Tt
(n-l) Divisionen,

i Barechnung der n Pehlergrissen £4, oo 4 £, ¢ Je (n-1)

n{n=1) Multiplikationen,

'ﬂ Auflosung des n-reibhigen linearen Gleichungssystems [MNr

3 ol n+l W E. Ve
d, 'y 47"y e dﬂ_q', gt ¢ —an—l——— Divisiconen und

[

n{n-1) (20+45)

= Multiplikstionen,

fton ncch (p=1) Wulbiplikabionen eingespart werden kfnnen, da ein
effizient von §' gleich 1 ist,
Die Gesambzahl der erfurderlichen Multiplikestionen und Divi-

fonen betrigt zlso

Multiplikationen,

~ s L 2]
=< pivisionen und (o 1]6(2n +11n-6)

2 By
n{n g on - 4) Cperaticnen,

48
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Wenn Llr die weitere Verbesserung geméss dem unter 2) he=
ghriebenen Verfahren die verbesserte EKigenlBsung benutzt werden
oll, so empfiehlt es sich, pei der Auflisung des linearen Glei-
gasystems zuerst die Unbekannten ﬂl’, dE‘, S & dn—l' zu eli-
nieren und den VJert &' zuerst zu berechnen, obwohl gerade die-
fir Jdie weitere Hechunung niecht gebraucht wird. denn man ném-
lich die Hechnung in dieser Weise anordnet, =o sind bei jedem fol=
gnden leherungsschritt pur immer die Koeffizlenten von d neu zu

prechnsn, dagegen bleiben slle librigen Koeffizienten unberiihrt,

gon anstelle der Verte xi' die vernesserten lerte =.'', xi'f'

usw,
finrecatzt werden.
Jeder weitere laherungsschritt erfordert dann nur
n Uivisionen und (n»l)l W¥ultiplikationen,
o insgesant

[R%= '+ 1) Uperationen,

gemih 3)
Bei Verwendung des verbesserter higenwertes/braucht cei jedem
Bierungsschritt nur der Wert g¢'' bzw. §''y 4''"'" usw. berechnet
P werden., Berlcksichtigt man such hier, dass ein Koeffizient von
i{?) stets gleich 1 ist, so0 2ind zur Errechoung dieses lertes
dem linearen Gleichungssystem (20)

i 2
bei geradem n 2—— Divisionen und LE*ZJ Multipli kationen,

B L = 3 =3 ;
bei ungeradem n ","‘ Divisionen und M?‘-i Multiplikationen

forderlich.

3%} ﬁg;rmaligcr #iederholung des unter 1) beschriebenen Ver-
em
@hrens/Ti11t ledizlich vom 2, Naherungsschritt ab das anfiéngliche
vidieren durch x,  Tory,

Pir jeden weiteren llaherungsschritt sind dsher

. " e L
; } A i =1) (2 Llao=- . ' - "
Loyl Livisionen und (a=1) ( E +110-6) fultiplikationen,

ils0 insgesant

| B e
o bul, 8+ 3  Cperstionen erforderlich,
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Zabhlentafel liber die Anzahl der erforderlichen Kultipli-
kationen und Divisionen bei den einzelnen Niherungsverfahren.

o — -

n o= L 4 5 6 2 8

pBarechnung von fl ik fn 8 15 24 35 48 &3
auflosung des linearen

Glelchungssystems 15 5% 61 101 155 225

Zusanmen 2% 48 85 136 20% 2588

Verfahren 2) 7 1% 21 31 43 57

" ) T 16 28 47 71 104

" 5) 21 45 81 1%1 197 281

Bei einem Vergleich mit anderen Verfahren ist zu beriicksich-
tigen, dass die Berechnung der Grdssen f,, f,, ... f, als Frove zu
werten ist, und ferner, dass die iibrigen Rechnungen ledizlich zur
Berechnung der Korrekturglieder di und d dient, wobei im allge-
meinen nur wenige Dezimalstellen berlicksichtizb zu werden brauchen,
lierdurch ist es z.B. mdglich, auch bei Benutzung des Rechenschie-
‘bers Techt genaue Lrgebnisse zu errechnen,

=
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V. Berechnung der Ligenwerte und Ligenldsungzen

mit 1Hilfe der Hamilton - Cayley'schen Gleichung.

Das Verfehren, das In diesem Abschnitt behandelt werden soll,
bietet gegeniiber den bisher beschrietenen Verfahnren in vielen #&el-
fen sehr zrosse Vorteile, Die erfgrderliche Recnenarbelt ist me
Bbers verhultnismessig gering, £in besonderer Vorteil vesteht fer-

r darin, dass man nicht nur die Eigenwerte, sondern auech die da-

¥

Buzehorigen HigenlGsungen in einfacher und beguemer weise berech-
ign kKenn,.
Dig wichtligsten Grundbegriffe -der Vektoren=- und latrizenrech-
gy die fiur die Darstellung dieses Verfahrens gebraucht werden
Bind im folgenden susammenzestellt,

l. Allgemeine Grundlagen.

Belkktoren,

Die linbekannten Xg1 Xz eses 3 Xu werden als die Homponenten
$ines Vektors n-ter Urdnuns betrachtet. Beli allen Basz Lehunge
grischen mehreren Vektoren wird im folgenden stets unruus;ﬂ:et:t,
§ss es sich um Vektoren von gleicher (und zwar n-ter) Ordnung
Bunde 1t,

}Ehreibweiﬁe fir Vektoren (kleine deutsche Buchstaben):

b &

L

6 ik

ks lares frodukt (oder kurz: " Produkt ") zweier Vekteoren:

e

Xy Je
] J
é?z & H = ;{"1-':]1 * 111&?-:' +: e + ?r-n:r'n-
L _."_n |In
twei Vekboren helssen einsnder preporsional (oder auch
rellel”), wenn die enbsprechenden Kempomenten cinander propogp=

:':4 " :1;1 H - . H ‘."'ﬂ I J"- - l_';"'l JR : _:}'Tuo
4deel Vektoren heissen zueinander senkrechb, wenn ihr skilsres
odukt verschwindet:
44" °
Bin Vektor, dessen elne Homponente = 1 ist und dessen samtlichs

Boricen domponenten verachwinden, beisst "kinheitsvektor®. aAls

49

B~ter sicheitovektor (4, ) wird derjenipge Einheltsvekbor bezelichnet,
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ssen i-te Homponente = 1 und dessen librige Komponenten sémtlich

0 ajind:
1 Q
o o
‘#::f = I‘:] i "ﬁ'ﬁ e =\. -
0 1

- L ST A . ; . S

Die n Kpeflizienten &;, (i,k =1, 2,4 ... n) eines n-reihigen
flinearen Gleichunzssystens mit n Unbekanrnten werden zls die HElemente
giner Matrix betrachtet:

& s - w - » - " " " - @ " (2?)
hﬂ"l Fﬁ.nl ™ & w ;.;,I.n“

i zllen Betrachtungen iiber Matrizen wird im folgenden, soweit
jichts anderes angegeben ist, stets vorsusgesetzt, dass es sich um
fuadrstische llatrizen n-ter Urdpung handelt, - Bei den Doppelindi-
fes . wird stets durch den ersten die betreifende Z e 1 1 ¢ - der
jEtrix, durch den zweiten die 5 p a 1 t ¢ zekennzeichnet, in der
flas Clement stehb.

ultipliziert man einen Vekbtor mit einer matrix'ﬂg, 50 er=
BELt man einen neuen ("transformierten™) Vekbtor:

Dy
Za (28)

Ais b2 -

gie Multiplikation wird ausgefuhrt, indem man den ﬁgk?ﬂf‘é mit den
zelnen Zeilen der katrix M skalar multipliziert; das rrodukt
jes Vektors g mit der i-ten Zelle der liatrix ergibt die i-te Kom=-
ponente des Vektors ﬁ.:

, (28’)

Z; = :J-L.’ -}n_{ + EIE :{z'_ + saas * Hl_'n'}{“r

I:ﬁik' ¥ (Pie Summen iiber
§=&~é= 5 k=-1,?=.r_--:ul-'_1
A T b I zenommen ),

Z:unx'

De¥ uwultiplikator, in diesem Fall die & nﬂﬁﬂ&xﬁiﬁfﬁﬁﬁ& rix a
gird hier sowie szush im folgenden stnti vor die zu ﬁultiy11~
?iereﬂd srisse gecetab,

50
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Das Produkt sus zwei Watrizen /A und £ erpglibt eine neue
Batrix
7 A A

Die Multiplikation wird susgeflihrt, indem man jede Spalte der
interen Latric (§) wie einen Vektor mit der vorderen Lkabtrix (o)
ltipliziert, Das skelare Produkt aus der i-ten Zeile von 17

und der k-ten Spalbte von & liefert dasjenige Element G der

Batrix £ = (L& , in deam sich die i-te Zelle mit der k-ten 3palte

kreuzt:
Sk = Z gir  Drk
r = l, 2-. waw Lk {29)
inheitsmatrix:
ﬂ'J-E L-.;&‘GI'ILI :
T 4 sse O
ﬁf " G. 1 sas B
-------- ,
8. Biyse &

deren sémbliche Diagonalelemente ay;= 1 und deren sémtliche Ubrigen
glemente a;, = O (i+k) sind, heisset Eipheitematrix.

Jeder Vekbtor und jede Matrix bleibt bei lultiplikation mit
der finheitsmatrix unverindert:

£¢ 6
L=t g =a (30)

rotenzen und Folynome einer Latrix,

fine Labrix wird ins Quedrat oder cine héhere Fotenz erhoben,
indem man sie ein- bzw. mehrgpale mit sich selbst multipliziert:

A/, .4 aﬁ? = g;;?“:a'*
o= dra-ont af- Z_;L-,.Jg,,a,,, :
yenn aE:] die blemente der &at;féﬂgiﬁ sind.
Allgemein gil®
a ar = Y Al Lo ﬂf“”’r 31y

fiir beliebige positive ganze Eahlan‘.u- und ¥ , Fur t«.mr =

51
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Beht Gleichunz (1) in Gleichung (30) iibver, wenn als nallte
: 3 5] ]
Potenz der Matrix O  die Einheitsmatrix

&"-g
Petrachtet wird.,
i » q
Eine aus den Fotenzen é% (¥ a0, 1, 2; «ees P ) zusanmen-
gecetzte cumme
' 2 »
aufg +a, 0l +a, " +.... +a,

Beisst eine ganz rotionsle Funktion oder ein Polynom der Lalrlx .

fip die Multiplikation von hstrizen (ebensc fiir die Wulti-

i

(k+g) < = O+ &L,

(+k%) ¢

~
G

:;:

&<
S

fur in Sonderfillen, upd zwar immer dann, wenn die beiden Matrizen
'ﬁl und lﬁ ls Polynome eiper dritten Matrix il dergestellt

Berden konnen., 13t z.8.

&—-{1‘:.'6 +-i_i"l(:.
szﬁ'é +bd'6“ AN Rl T "-ﬂ'ﬂl‘q':hq 8

1l

l'.{/’[r{‘;: - Z._. a;adh£~z bx'{hk = :?mir:pai by « o

exlhd @ K=ot g i T e {32)

=K ~ i _
= The AL -
Kadide-f i=04,...p
ezlproke Motrix,

Kine Matrix <&~ , Gle, mit der Batrix A mul tipliziert, die
Binheitematrix ergibt, heisst zu b4 reziprok. Zwischen den Ele~
' mentSen

5



der Malrix QU und denen der reziproken latrix & bestehen die Be-

(33)

gEunzen K

hiﬁ " [—l)“ L] ‘éﬁ"-—* L]

&

-

jeno b, das Klement der k-ten Zeile und i=ten Spalte der labri
jgt, wenn ferner D die Determinante der Mabrix dlund 4, die

]
=

L

i« komplementire Unterdeterminante, also die durch Strelchung der
tten Zeile und der k-ten Spalte von (I erhzltens Unterdeserminsnte
(1-1)-ter Ordnung ist,
6t 0L = 5 , 80 ist auch Stk - é _ b
e reziproke latrix wird durch des Syumbol oL dargestellbt:
ﬁt"f'ﬁ =ﬁ'£?.‘z-."=-g . :.3"1.2
dneare Abhingickelt von Vektoren.
Dle Vekbtoren

g &ri
pigsen linear abhéngiz, wenn einer dieser m Vsktoren als lineare
hsammensetzung der fibrigen (m-1) Vektoren dargestelll werden kKann,

6h = m‘é-{ +‘xléz_ * saea +|:(m__1’ gu..-.f -

Welkboren g v gz o9 sne 3 fm heissen g-faoch linear abhinglf,
Bon (m-g) dieser Vektoren voneinander linear unabbiénglg =ind,
fhrend die dbrigen q Vekltoren als lineare Zusammensebzung der
j=q) Vektoren dargestellt werden kinnen, =,3.

éu-?f-f = 4 é# * ﬁ;g; + swee * “"'1" ém—r; 5

ém—qu. -ﬁ,é{ +ﬁ1g,_

+

sess +ﬂm..qéh*1' .
o e = é‘lu ?74 + g;él sass * éﬂf"? é‘“‘"‘f

Bins Determinente hat dann und nur dann den Wexrt Hull, wenn

+

bre Zeilen {oder Spalten) voneinander linesr abhingig sind,

P Rang einer uabrix.

Y 5ind die Zeilen einer latrix g-fach veneinender linmear abhinglg,
b eind auch die Spalben genau g-fach voneinander linear abhingig.

~ Der Rang einer datrix ist die Angahl der vonelnander linear
fabhinglzen Zeilen (Spalten). Bine n-reihige gquadratische latrix

b also den Hang r = n - q, wenn ihre Zeilea genau g-Lach voneinandl
E-linear abhénglg sind.

. ;n einer Matrix vom lang r habden simtliche Unterdelerminanten

3 hiherer als r-ter Ordnung den Wert Null, da zwischen je (rsl)

ilen stets elne lineare Abhiinglekeit besteht,

=l

ﬂﬁggif




Andererselts ist belkanatlich ) in einer Determinante vom

fee r stets mindestens eine Unterdeterminente r-ter Urdnung von
] verschieden.

Die Zahl ¢ = n~-r, um die der Rang (r) eipmer lfatrix kleiner
gls deren Ordnung {(n), soll =1s "Rangubfall" der Matrix be-
jichnet werden.

Bige crundlezende Lubitze,

ks 1. gr y gi'.. y sene éh- seien n voneinander linear unabhén-
ge Vektoren n-ter Crdnung, Dann lésst aich jeder andere Vektor
=ter ',=I*dn1m;_'; als lineare Zusammentebtzung dieser n Vektoren dar-

tellen:
}:ﬁ;éa-ﬁ'cx&éﬂﬂ"----**““é“’ - (35)

Beweis: Aus dem Gleichungssystem
Ky Xyg +Ag Xgg+. ... +Xn&ny =&y

[
POl TETT TR SRR SRR SRR s TRt ke U R LR RTET CU M MR ) _\5}

&y x'ﬂ'l ""ﬂ.Lxln taow s s o» + O, Xnin = Zn

K, aindentiz bhe-=

=]

kénnen die Koeffizienbten K, , &%; , eess o
gbinnt werden, da die sus den Elementen Xy (ebildete Deter-
minante des Gleichunpgssystems (35') wegen der linearen Unab-
hanzgigkelt der Vekloren gf » éz 3 seos, gn von Null ver-

Lo
o

EC L8 Lh"i

o 1
I Y

7 2. Falls die n Eigenwerte ,Lf : A!. e b i /L‘ giner Mabrix
gimblich voneinender verschieden sind, so sind die zugehdri-
gen n Eigenldsungen voneinander linear unabhangipg.

Bewels: Jedem i rert /JL ntspricht sine von Null verschie=-
dene L1 .J;Erlj_ii."_-;-.l.tl, é" .

Bestiinde nun zwischen den n Eigenlosungen eine (Gleichung
X + Ay f5 . « X - i
i é* L e war=0 , (36 )

wohel mindestens einer der Koeffizienten O von Null ver-

gchieden ware, dann gélten auch folgende Gleichungens:

&'E“igi )i Df.,,é +,J.ﬁlé;_ e +‘,:\ Nuénfa

: 5 (36"

ﬁ"'f):ac,g; ,1 “‘é +A o:zg f-«---*')n cxug af)

T wllen elnfihrenden Iehrbilchern der Determinanltenrechpung
mh:lfn




Pachtet man die Ausdricke & #: als die Unbekannten des n-rel-
- 1 3 . Tl 3 S 5 g of = L . il il 1
B linearen Gleichungssystems (36,36'), so hat dieses Gleichungs-

Bier die Determinante

=
=
5
&
*
=~

: .
i = ;3?.‘.-
L ] ¥ Ll o Ll a = L] L] L
=4 n-{ n-4
11 - L] L] n
A s e ] A - 3o . Ay = e o o i — i
pusmultiplizieren dieser Determinante erhilt men das Produkt

“:"‘-4)“3'*4} L *()'-n -A4) '()"3 =Ag)+ s (An "3":.]" s '(An "'1""-4) ]
(3729

-T (Ai-A«)
‘:"-J'L= P R
L>K )
die Determinantbe ist gleich dem Produkt aus sémtlichen Diffe-

':en zwischen je zwei Eipenwerten der lkiatrix . (lian zelsnet
em Lrgebnis, indem man z.3. von dar zweiten bis n=ten
Bobizen Determinante das )L,f =fache der jeweils vorsusgehen
Ble subsraniert; man kann dann die Faktoren (A=Al (Ay-Ac) ...,
-1, ) ausklaumern u.S.f.)

2L LB )Lg: voneinander verschieden si ':; e 4=t slso die D .
lRte von Null verschisden, Folglich kann das Sleichungassyst (35)

Bariiillt sein, wenn alle

3 alle g # 0 sind, missten alle @&; = 0 sein, was der Voraua-

s 5ind alle mipenwerte giner latrix vonelpander verschleaen,
inn jeder beliebige Wekbor ala lineare Zusamnensed

genlicungzen é-r - 5/1 g sesa, gu dargestellt werden,

Ier fewels dleses yoes folpt unmittelbar aus Satz 1 und 2.

|II_ ey - - L f " . la o % Y 1% - . -1 1 4 n e 'S 1 .
i e Mor JC e datrix n~Ter Uronun® gl ; die Gleichunsa

ﬁ'n-l' -‘f,,f;f +J‘r(;_ﬂ"dz fﬁnrfﬁ +k’l'g =£, \\33"1
1)
BMiizierten Sakulargleichung sinds

A"+k‘.,{"“+xzdk'1+,..._+k,d,.l+ﬁru =7 . (da

':.. i=l|n.5’n s aw |!'i} iie Foeflizienten der ausmils

-

o Ly iy Tl A 1 v s L2 .
1 & Ka

SR Lals j_;-_'n!u 1'.1]_:-.- "H..I:‘!l..ul-i-.d'.nl'x.-".'u = ‘-:j!.:‘l'.].i:'i'.lI:I.‘n-' it i LNy DEeKAITTL

BN Bocher - oeck, nintunrung in die hohere Algebra
(Teipzig 1910), Seibe 519,




Ay Xy +(3y-A)Xg + * ApXn =0 (1)

- . - - - - - @ - » -

lurch folgende Vekbtorengleichung darpgestellt

dy~-Ag
(x-ag)- &
] die Bigsowerte

e i £ Pl
Lsen Llgenllsungen £, gz
Fa Bl = '_ I:..|.-----

]
(]
e
=3,
T

s Jl.,_ ¥ s ,/'l,._ und dis

e Al . oy e A . _

L EL e )£ 21l IUNECS !-r’ -_'—.' 4k b Y AT T gil]=

nander verschieden i; dann sind gtz 23 4 L.
@ andar linear ungbhe&ng? o

(&“f-"(#&"-‘*"”'*k"'g)';f = ’

k"’j‘ + Ky {ﬁ;,} + kn-:'/&z-}_f e e +kf _(‘ﬁk-f;‘) *&’34519,

3 ; % Z ”n
glifi’j{" ;s-aj‘ i AR ] ?ﬂi—fzﬂllj"f

g annten e il.'-lf.:.'.-:-:- S A fl':.-".' Kz' LN N R":

*) Sonderfall mit mehrfachen Eigenwerten : vgl. Abschn, JX




L F0
o

By 2y % BBy + 2w idnak
Kn Zg *+ KpyZag + 0 o o o + Ky Bpy = = Zpeya (39"
L] - L] & - & L] L - & - - L] LI L] - L] L] @ L] L]

kn Z,m + kHzin L O e el k" Eﬂﬂ = = zﬂf“f,n

Falls die Vekboren g,, s 3;, Sh T 3‘,. voneinander linear unab-
bingig sind (was meistens der Rall sein wird), so ist die Determi-
tante des Gleichungssystems (39"

Ty Zgg evss Epg

Zan fgq  eeee Gm (40)
¥ A RELRCL el SRCK

e P B ey Shua

Foo Null verschieden, Daz Gleichungssysten (39") ist dann eindeutig
ﬁshar. dan kann die KoefTimienten k,, k;, «os 5 kp Derechnen und
gus der Gleichung (3) dien Bigenwerte R, , A , cees A

.:': ebinmen,

1 wind die Vektoren 34 ' 3!.  ma b @ }n voneinander linear ab-
Binip, =6 liezt ein Sonderfall vor, der az Schluss dieses Ab-
fehnittes noch susfiibrlich bekandelt wird,

10 10
N = (lu 5

Beiopiels:

s L

Q 2
Pir den Vektor 31‘ wehlt man, um eine mbglichst begueme Rech-
Bung zu erhalben, am besten einen Einheitsveklor, z.b.

po(9) s getpell) polge(). o (20

Aus dem linearen Gleichunzssystem

1 - kg + 10eky + 200 k, = = 3500
10 ky + 150 k¢ = - 2790
E{fl' k‘ s

ifindet man die Koeefizienten -
k‘t_lal k1='§9.¥"

Die Wurzeln der Glelchung

AY - 16 At
:_a.i'?n:i die 3 gesuchten Higenwe

A= 17,398 ,




guch die dazu ;e'ﬁ?-t-_l;.{::n Higenldsungen éf,-, (;‘=-sf,.t_,---,n) bestimmen,

Der Vektor g,, kann nach Satz 3, falls alle Eigenwerte der
atriz A voneinander verschieden gind, stets als lineare Zusammon—
pEeung der n Eigenlosungen g, 4 gz et g“ dargzeatellt
o= Fafe TEfaro F Knf
- ) 4 !
& N R T B e 41)

ie Vektoren g,- = X g‘; zind den betreffenden Eigenlisungen

I_l

B¢ proportional, 2ie¢ sind slso selbst Eigenldsungen, wenn &; #+ 0,

Blls von den n Ligenldsungen é.: fi:-l,f;", «ssyfl) eine gder mehrere

Y

B den gewiihlten Vekbtor ﬁf nicht enthalten sind (we

=
Ly}

TV T B s o s S . #e H T S e, 15 ) T I
Fakbtoren ;= O gind), so ]..LE_:.J ger schon erwéhnte Son=-

peiall vor, der am Schluss dieses Aboehnittes noch zu betrachben

iird 34 mit der Matrix & wmultipliziert, so erhilt man
gzzﬁg = g0 é $ ;’ 5, i« énj )
=/L-féf’ 1'/1;61, 2 A ey ‘I‘An'él':

B Cle Serecinuns ger o Yerboren gj wWeldeld N lelel chlunsean Denotime:

- .E"
S

iy LY
+ +
i
S Y
- ELNE - 5
= N L
gl L R,
X aox
Gw G
x ¥
n 0
Tl Sy
“w P

,1" g: + A;Jg;-i o e A:qg: = g‘"

Aug diesem linearern Gleichungsaystem kann man in sehr einfsae

Bher und bequemer Welse die einzelnen Vektoren z,-" erechnen.

57
.
) Berechnuns der Eirenldsunszen,
denn man auf diese Weise die samtlichen Eigenwerte fl (i= fi,.]n)
gerechnet hat, so konn man leicht und mit geringem Arbeitsaufwand
rtrerial 1e Vi g o et s A T b Tmien sy o oy } R, a o A
VERLtOTLelle LOBTAEETGET Gy tnbhesannuean gl SOV LR e bekKanpoen
fektoren g; nalt suf den Rechnungsgang keinen Einfluss. Men kann |

i = - n - = - J
BB, die Cramexr'sche Hepgel anwenden und erhélt z.B, fir g;
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Die lennerdeterminante ist, wie bereits auf Seite J¥ vezelzl,

eich dem Produkt aller Differenzen von je zZwel - fisrten

N =T (A 'flx)

Lli;—_{,il....nj LK
on diesen Differenzen ( A;~ A ) sind alle diejenigen, fir dis K+
e i g . von (¥3) : oL
gt, such in der Zshlerdeterminantes/sls Teiler enthalten.

Wenn man némlich von der i-ten Spalte der Deberminante die k-le

i
¥
|_
L
i
"
=
k
M
i
v
L +
B
A
o
|
i

alte subtrahiert, so siad all
nrch ( A;-—AK) feilbary folglich ist auch die Determinsante durch

L A; = Ax) teilbar),

Man konn alse durch diesen gemeinsamen Faktor kilrzen und be-

Elt alzs Nenner den Ausdruck
Gl A=) vt = F ()
1=2,%,.--,n

pltipliziert man diesen Ausdruck noch mit (-1) s 80 erhilt man

(A, -

i22,3,.,0

- H— "l
-Zfl.; + Jf 1'2.—4.'/1“ —J, ‘Z/!{’fnflg-r

(i34) (i>Kk>1) (i>k>£>4)

s e T (R (4%)

I
_E-.-
|
}_

Der Zihler von (%3) unterscheidet sich von dem Nenner nur dee
r X 1 i =
gurch, dass der Ausdruck }t’ jedesmal durch den Vekbtor 3"'**

gy ersebtzen 1st, lan evhiallt slso

-1
: L T A ~4 A;
o depeE s g g
"=£.I;"-p“ ¢
In allgemeinen wird es gentigen, pur den Zaéhlerausdruck zu bes

Yechnen; denn der Zahler stellt einen Veki dar, der sbenfalls
gler pesuchten Elgenld g; proportlonal ist, Nur wen
Bezonderen Grinden feststellen will, wie gross der inp 9’; ent-




@Baltene Anteil der Eigenlisung ¢ 18%, muss der lennerausdruck
gbenlalls berechnet und der Zahlep¥ekbtor in seiner simtlichen

fomponenten durch den lNenner dividiert werden.

gahlenbeispiel,

bs sel die Aufgabe gestellt, in dem obipen Zahlenbeispi 21l die
zu /L, = 17,898 gehorige Higenl&sung g,r zu berechnen,
aus den beiden anderen Eipenwerten Al = = 5,384 ynd

"l = 1,486 findet man

Zho=X, ¢ dl = bee I oA, -\ --5020
(i >4) C fivk>4q)

In dem Ausdruck

4] e JJ - {Allbli)}:- + A;_'/tj '34
g ()‘4 '11) '("14—111)

kann der nrer ausser Betracht bigiben und

Hle
i LE)
g _'__A_. ;898 » 1 10] + 5,029 «» 0] =
2 O O

i + el N ] -
tan kann die Genauigkelt dieser Ligenldsunz und pleichzaitiz di

o & e = i P bl e ) i - o - B i ]
ides Ligenwertes /1.4 Lacorrulen, LOocem #sf noch my der latrix ﬂ

multipliziert:
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B
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-
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P
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% v . e ; T
ite Verhiltnliesahlarn Sa A S — - R I e 3 .
Ul'.. YEIUIE LLDLSEEN 8l asr o ...{_.J.rflj._." .a'l-.f'_'-"_J?-JE‘."T] su LAEen also Lell ] =
fler iberein.
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Will noch die Gro=zse der in

34’ g' 2

goiren no oh

fL&aL g

!
und £3 feststellen, 30 mis

durch dle ents

erhalt danns

¢

i entaprechend

gerden, llan

a
(As=A; ) (Ae=As3)

] Gl?159 !
gl = [ =0,4230 | , g, =

0,1950
fie Summe dieser drei Vektoren mass den V
o

erh&lt
) J } 0,6125 + 0,3159 +
g“ “ g g.‘l = —'148?'?75 - Uy8250 -

%, Bestimmung der erforderlich

(;

gen

-

di

vrachenden Nennerausdriicke
¥/
g

u,:,?l-m

L- J\.“'g

=1 ,Lbur_

ektor

;,u?l&

§

L' JLUB0R

0,250

in Rechehs

enthaltenen
berechneten Velk-

dividiart

el i i o
w ow W
e
~a KT
S RN

\J;

L

irbeit,

die ariorderli
_I\'—-J.:lnl- J.'I.n:' p- &e"' L ] n '?E-".,.._I{‘-_.;

Jeberblick uber
durch
gperationen, und gwa
pionen und Divisionen
Es muss sllerdings
der

Einen

gan. am besten

> mag
j@uﬁgen.

gersde bei
ultizlikationen

den

jacs die Anzahl
fir pezsanten
chisdene

noch

pRescebend ict notwendig

venn vers
miicsen

peeonders dann,

perden =ollen, andere Faktore

diesen

Varianren

A 2
e |

chenarbeit wewinnt

erforderlichen

auch hier eine Zihlung

und Bivisicner

an AP

0 mieherucHsientlgl

P, TR
verlianren

|I*'|:

miteinander vel

der Multipli

ailll W

REn. Verglelchende Betrachtungen uber die Vor- 1 Nachtelle der
piozelnen Verfanren sollen am Schluss itpgery Arbeil rebrach rda
Filr die liultiplikation eines Vekbtors mit einer Uatrix sind
?’ Produltte aus je 2 4ahlen zu bilden, Wehlt man flr 34 einen
i Einheitevektoren, so i8% ?: eine Spalte der Matrix,
fie tibrigen (n-1) VekToren g,, gw » ceee s Gneq minsen berechnet

hizrzu sind erforderlich:

(n - 1) » il

e s I .
1tiplikati

GIYe N,

Anteile



Zur Aufldsung des linearen Gleichungssyshems {39’] nit n

Gleichungen und den n Unbekannten Kyy Kyy easa o Ky 8ind, wenn

g,ein iinheitsvektor ist, incpesant

A Sy ey LR L O Bin = 1) {2n = }) e
218! == Divisionen und 16 l“, (2 " Maltiplikationen,

¥ =]

Bussammen also -ain l};}{ Uperatiocnen erforderlich.

Die Gesambtzahl der notwendigen Multipliksotionen und Divisonen

L]

i
ile Berechnung der Koeffizisrten Kgp Eyy e2se 5 ky Dbotriss

_l:,wz- , nin _l(ﬂ+.L} i z‘.(r.a.-lj_l( 40 + 13

5

Zahlentabelle iiber die erforderliche Rechenarheit,

- -
L) B, ﬂ:ﬂ

%
-+

o
-k
i

\

Berschrung

d m i +HaTEr = I I £ i A o O - Lt
_- rfEl%‘u"‘Il:Ed 18 48 1C0 180 294 A8 o3 90C 5150 isi8ie;

ichungo—- 8 20 40 70 112 168 280 %50 1120 2680

gucammen also |26 68 140 250 406 616 888 12%0 270 10260
Fir die Ermittlung der Bigenldsunren sind weiter noch ‘0lgende
L) Berechnung der Ausdricke Z,rh s EJ..; Ak lawe, fdia in

?--.;ﬁj (4%) als Koeffizienten der Vekioren -j...; P ?4

U & e L= A 4 | L L |l g;'.' 1 é‘ }
&% y 8ind die Koeffizient

S ol B ARG e T (+6)

(=43, ,n  2si<ksn 25 i<k<fgn 2,3

Gl BYecnnal, Lral BECIL80Y Bf 028 Gf L uel LLE T an das

b Broduk!

Tr(/“-u “Ai) = (A=A )(A=A3) -~ - - (A=

i=1,...,m



8 funktion der Grosse X a'Aq ausmultipliziert: *)

H(x=A)) = (x-2g)(x-A3)-~---(x-Au)
=22,

n-4 n-2 5
= X == AL R +x“:.;z/{i/h("‘.... }

€.%h 25L<K<n

3 linearen Faktoren werden schrittweise miteinander multipli-
lert. Fur die lultiplikation zweier linearer Ausdriicke (x -« )

X -4 ) ist die Berechnung eines Produktes aus 2 Zahlen ndtig (x73);
Q? Multiplikation einer Funktion r-ten Grades {&—

+ X4 3e S Xy o SN + Xp) mit einem linearen Ausdruck
® - 1) erfordert r Multiplikationen a;+B (i = 1, .u. , T).

' Die Gesamtzahl der erforderlichen Multiplikationen fur die

frechnung des Ausdrucks
(}{—.Al) (:{ ""J) & o 00 @ (K—/l")

letripgt also
l + 2 * sose T (Il i 2) = "LH_:—l)‘E&H*:“g) °

Hat man auf diese Weise die Koeffizienten (46) der Gleichung(49)

:ﬁmittelt, so miussen diese nugh mit den Vektoren 4+ , %2, ... s In
tipliziert werden., Die Multiplikation des Einheitsvektors

ﬁt dem entsprechenden Koeffizienten ”3h erfordert keine Rechen-

:Fbeit,-ebensa die lultiplikation des Vektors -gﬂ_ mit dem Faktor 1,

Bs bleiben also fiir (n-2) Vektoren mit je n Komponenten

n (n - 2) Multiplikationen,

Insgesamt sind zur Berechnung einer Eigenlosung, wenn die Vek-
toren 34 : 9’; By 9,,, bekannt sind,

Sn—-l}!n-?ﬁ}_'_n(ﬂ_g): (}ﬂ—l)_z(ﬂ—g)

ultiplikatiunen erforderlich. (bzw. aur n--n-1 )

| Die Berechnung der EigenlOsungen ist also bei Verwendung des
hier geschilderten Verfahrens sehr bequem und mit verhaltnisméssig
Behr geringer Rechenarbeit méglich. Zum Vergleich sei angefiihrt,
lass die Berechnung einer Eigenlosung durch Auflosung des humﬂganen

Y) Fir n>4 lasst sich der Arbeitsaufwand noch verringern , indem man nach einem Vorschlag
von Dr. Zech die bereits bekannte Funktion @(A) = T (A-A;) = & Ky A” durch (A-A)
_fdivfa'iert' wofur nur (n-1) Produktbildungen Erfarderhhlf;tﬁ;d. S 03



gichungssystem

(ﬁ"/{aé.}*é =03

ttels Llimination mindestens

(n-1) - fﬂi-rﬂ -3)
3

fitiplikationen und Divieionen erfordern wirde.

Vergleichstabelle

RS i s e R ol ool e 18 20

flocung

lnes n-rei-—
jgen homos.
jedchunga—
[EGems

&1 )(n®+n-%)

o

17 36 BS 106 lel 3¢ 221 1106 2641

frechonung n.
pigem Verfahren
=2 ) Sn-1 4 11 21 Hit 50 29 9]l 116 286 531

Falls mehrere oder sambtliche Eigenlisungen berechnet werden
Bollen, so ist noch eine weltere Abklrzung der Rechnung moglich,
i1l man z.5. dle zu A41uu1 1; gehirigzen migenlOsungen é* _uulé;
frechnen, =o berechnet man am besten zuerst den iLusdruck

(x-lg}fl -lq}'...-'f.ﬂ—ln} :

@ltipliziert man dann diesen Ausdruck noch mit {x - Ag), 8C er-
glt mzn die Koeffizienten zur Berechnung wvon e maltipliziert
p mit (x -A,), so erhilt men die Koeffizienten fir £z -

Bei der Barechnung zweler Bigenlsungen sind dann zur Bestim-

ung der Koeffizienten (486) statt

>, (a=1(a=23 . (ael)Xn-2)

hd bei der Herechnung sémbtlicher KigenlOsungen statt

g« Sn = 1)(8 =8 (n+6)(n-1){(n-2)

o nur
[

pltiplikationen notig.

o4




4, Bin Sonderfall.

Bigher wurde nur der Fall betrachtet, dass dle Vektoren
-
Foopkg s e Ay,

Beinonder linear unabhéngig sind, dass also aus dem Gleichunpgs-

(39') die Koeffizienten Kyg Kas eeee » kp eindeutig be-

finnt werdsn kdnnen.

Sind dagegen diese n Vekbtoren ein- oder mehrfach vonelnander

fhear abhiingig, so hat die Determinante (#0) den Wert U; das

'ﬂichung system ist dann nieht eindeutig ldsbar. Es soll jeeoch

Ffclpenden gezeipgt werden, dass man auch in diesem Wal

jﬁ.iEb@t@ Verfahrern verwenden kann, um mindesbtens dis in ?4

haltenen Eigenlésunzen und die zugehirigen Eigenwerte zu berech-
Die n-reihige Determinante (40) mige den Hang m besitzen,

§li, die Vektoren ﬁ, . ﬁz ) SRR g gu_nﬁufﬂ {n-m)=-fach voneinan-

linear avhéngip sein. Dann gelten dle folgenden LHatze:

8} Die ersten m Vektoren ﬁ* . 31 S ?"’" sind voneinander

;ﬂEEI‘iiﬂabfﬁ_ﬂEiJ

| bewels:t

Hiren die Vekioren -g, . 95 o R 3,; von elnander line:

abhinziz, so gibe es einen Vektor 4x (kz£m), der als line-

sammensetzung der {k=1) ersben Vektoren 3',, 152 ) Bomg
dargectellt werden kanns

A /Jg +/313,_ .....+/3x-,r§x-4
dann wéren cbher slle lolgenden Vektoren
Gurd “?{‘3# ) gwf_ =ff4fz§x pras
ebenfalls von der vorhergzehenden Vekbtoren linear abhangi
da allgemein ﬁ”‘ -aég e
‘}m 2 &'jx -Agz */32.’}3 o "ﬁn-q 4%
§u+1=ﬁjm ﬂg; +ﬂ15q+-....+ﬂn~ Jﬂ.’fl‘ g

Die Determinante (40} hatte also hochstens den Hang k - 1,
und, ds ksm, hochstens den Rang m -~ 1, Das widerspricht

Voraussebtzung, dass der hang = m Seln 30LlL,

- i L i 1 L e g P o - S T il =t
Der (m+l)-te Vekbtor «3,",,*4 =R -31._ xann als lineare ZJusamnen-
satzunr der m ersten Vektoren dargestellt werden

: '?mrd "f»f}at 1’3’2_51*‘-----1-3’,,. g,... : ,ii'?;,



SiEien ] oo

A.'I...,.L =
e die Determinante {‘fl‘J} voraussebzungegenass den Hang m hat,
besteht zwischen den Vektoren ﬁf * 32 e el g’m*d‘ eine

12 - 3 T
Lineare oDeaflenilng .

fige s figat o s G =0 “

worin die Koeffizienten a’: (i=1,2; iss 3 W+l) nicht santlich

verechwinden. Danh muss der Koeffizient a}mm von Mall verschie-

den sein, da endernfalls die m Vektoren 91 s 31 g e ,j,...
voneinander linear abhingip wiren.

Kan kann daher willlkiirlieh fr« +«= 1 setzen (bzw. die
I - 1
leichung (47" durch Fort dividieren)s

3’;31 + J":‘L}z‘*-‘-" ""‘fmﬁm ""}hu =0 .

) ber Vektor 3.4 setz2t sich sus m Elgenlisungen zusammen (vor=

dscesebzl, dass séambliche

=
o
=
"
i
L
[
{5
=
-t
12
-
e
{
o
i
®
E
)
I

Werschieden sind),

Die &Lpzahl der in 34 epthalbenen Eigenloswigen =el p:
{}4 = il'.-é; + “aéz toaress + Kp éF : (44)

lis wird bDeb2uptet, dass m = p sSel.

ern : :

F--f
ﬁl i 31:&‘3* N S gp = g,f
und den p 1n .34 enthaltenen Eizenlosungen g:.'

o .y b . T e I - il T [
(i=1,2; <<+ , p) bestehen die Glelchungen:

rx“g, +£¥.é4+ +“FéF =§f
A"cx.,g * Ay ﬂllélf.-“- +,{Fu¢r§F 3‘51

/Ld,é -:-A oﬁé,_ .....+J.P dpé;*—'éﬁ (49)

" Wil A
Feh S

~terminanse Sl SR e ety infolge der

rrhe .l{ » Ay ,Ap VoD Bull verschie-
assystem (49) eindeutig lésbar,
cre Jusanmensetbzungen
# Je.  COTRESLeSLE aerdén,




Foleli

A

Vvektor

: P
gpﬂ ::,l{"gc,,éf "'-Aapdléz L +/l!, ﬂpép

R T e IR, 1
o 180 aliCil der

(49')

als lineare Zusammensetzung der ers

ten p Vektoren
darstellbar.

ar e B

Jire m® p+l, 30 vestiinde demnach zZwischep den Vek €
g;. ﬁi g duse g ?" eine lineare Abhangigkeit, was der Vor-
sussetzune und insbesondere dem Satz 1 (Selte 6% ) widerspricty
Jére sndererseits pg m+l, o wiren nach Gleichuny (47)
die Vektoren ﬁ4 s 3; o okne # g, voneinander linear abhin-
gig, folglich missten auch die aus den Gleichungen (49 er-
rechenbaren p Ligenlisungen g,. i g‘l- G e .gp voneinan=
der linear aphéngiz sein, was nach Batz 2, Seite I nicht
mozlich ist.
E Die Xoeffizienten ¥ fl ) A aﬂ, ier Gleichung (47)
men ous den Vekboret g,, 4 ;{2_ R e S ?mﬂ' eindeutig be~-
Gant werden.
. Hewels:
[iin lineasres Gleichungssystem mit m Unbekannten i il i
chungen (m£n)
By %, I T g
Gy Ky * o« » o + Ogp¥py = T,
R R L R T e
Bpg Xy + » » » + BppEp = Ty
i weltann h dann und nur dann sindeunbtig losbar, we :
rechbeckipe Jabrix
By B e s o Bym
By By e s o+ Fgm
L L
Bpy Bpi o + =« EYpm
' y -
dar f i i Ggt fund (5' von dep m Fﬂtamn(}?}i’) linear aohangig i.ﬂ).
ie Vektorgleichung (4F) n 1‘|-':_.':i*“ jleichunee! 5
lie nbekannten ¥ ﬁL poesss 8 ?} enthilt, .
B T - ) r dieges lelchungssyshe i Ha i s
odw - lie ekanntan 3q s ?& PR B e x; A ges8




i et 28
berechnet werden.

B Identitédt und VLeilbarkeit von Polynomen.
3 Ey
)

Zwel Polynome einer Verdnderlichen
z n
fy =a, +8,X+8,.X % ,00 * 88X

2
fz =ha +b{1+b1‘1+ L +hh

Bfden bekanntlich als"identisch” bezeichnet ( f, = £,

liche Roeffizienten idbereinatimmens

2 = b o B8

o i "B s ese s 8y =Dy

Pl

Brt werden kann, also z,B, auch fir Matrizen,

- == ¥ il = L | T L
Tin Folx 1 Grade n helsst duarch

_-h-.

=

_)

=
o
T ..l'_'\

F o

B Der Ausdruck

B teilbar durch den Ausdruck

5 TR fﬂll- die Foeefisienten der glaick A t#?} &1
a2 FEEDNEE Sl ¢ 3 b Lo
Lo el nen Ausdruck (n-m)-Gten Grades

) BT e b

die Ildentitat

(o) = p () - x ()

ifriedlyt .

Gleichungassysbem eindeutip bestimmt und kodnnern aus

B Identitit gilt denn flir lede Grosse x, die eindentig

50(.?.[) =aﬂ+kql§f"ﬁ+n‘(¢ ﬂu-2+.,. e Ky B +.frg

hiic

Y(R) = A"+ O™ s o K" R PG

3 LA L B PR A fon : :
En Kk, ... K, die Koeffizienten der Sékularzleichuu

Pa]

Wionen einer Veridnderlichen zu verasbehen,

BEncer"folynonen™ sind im folpenden atebts ganze rabi

male

[Marike—




Eewels:

Hach Gleichung (#F) ist 'y(lﬁ)ﬁ, =d . Nach Satz %

Seite J4 ist ferner (L) =@ , also auch Vd (k) - 41 =0
Wére "f(ﬂ’,) niecht durch V(ﬁ) teilbar, so gibe es eine

Restfunktion P{ﬁ.) , in der  hdchstens in der (m-1)-tern

Potenz vorkommi;

plO)=p ()= x () p(R) = 4.+ G2 A%+ 5‘“ f,ﬂ')
Der Ausdruck P(ﬁ)-}, wiirde dann ebenfalls verschwindens

PUO)-3. = P(R) - 4u =y (&) Y (P 3
Andererseits ist aber

fﬁ)% %gq*é’zﬂ; *““""g"'ﬁ f"’ (52)
R A

Pe miieste also eine lineare Abhingigkeit zwischen den Vek -
44 ] gl | omes g gm bestehen: dag ist nach Satz 1 nieht mog-
lich, ¢a vorsussetzungegemiss die Determinante (40) den Rang
hat, Gleichunz (§2) ist daher nur erfiillbar, wenn die WJerte
4 fn. y »es 3 Gm sEmtlich = O gind, Dann ist nach Glei-
chung (1) P(&) 0 ; daraus fub_‘-, dass ?(ﬁ} urech ]V/ﬁ?g)
ohne Reszt teilbar ist, dass ez alsgo eilr x(’ﬂ) ribt,

dis die JTdentitab

() = y() y )

) Sémtliche Wurzeln der Gleichung

I pe=d pi-2 y
A" +J:..f1 +3“..-..f1 +.....+dﬁ*‘l*3’.rf =0 53)
Ligennerte der Matrix ﬁ(.

Bewels:

Die unter 6) nachgewiesene ldentitdt ¢(F= X~ ¥ gilt, da
’DJ und YP* sanze rationale Fur ktionen sind, gemiss der

anter 5) zezebenen Definition, fir jede eindeutipg potenzierbsre

]

Grosse, inshesandere alsg such fur skalsre
@A) = YA yA).

Aus diaser Identitat folgt, dsss die n Wurzeln

.l" e Lk

; p(4) - Vi T e R

srDzsen: ag 126

(#0)

der Gleichung




Ubereinstimmen

und den (n
Da nun die

il o

/p/{/l)

der Gleich

x(ﬂ} g .
‘pH)-

den m Wurzeln ’P[A}—-g?‘

LI
iurzeln der Gleilel

urzeln der

H sing

|
- T

| aleichun die [i

i Mo

Fi A ; T e
atrix o folgt, asn gamtliche 1irzaln

o |

N T

m--t -1

tfhdap el r5a8

.ti 'I"J/,,. fr.._.f’l

EeEnvaerte,

Der Rechnungsgang i iesen Honderfall soll e ein-—
het lenbelspiel cezeigt werden,
le Matrix, deren His erte berechnat werden e |
- - = 3 = =
10 5 -
2 - -5
3] > a ~4
ot 3' = -i 1 -J._ L8 IBTEON: T erwenasa & ‘
erinElt dur rmalizes Multiplizieren er Hatrix A
i} 1§ ' .
2 igh -18B9 =197
7 &)
= £ P = 1 = &, = iy = ﬂ- = = I
ji. g + 1 93 9.1 Fiwll j’? 93 1
(Rl ~ -y ¥,
i i

penzic; das dup
pezebene Gleichun

31 ] 9[1} ] 3# | Vonelo&ane linear abe-
ch d Vektorengleichung 343,, + r‘;l +h§3+£ﬁj"’ =4
rasyetem:

- 1977
949 =g

1 =0

927 -0

a0

Sl Lk L s

3»2_=32.

=g

+

J‘.J':-’rjc
- 20 =0

!

+32 A




LY

ill man auch den noch fehlenden vierten Eigenwert nach dem glei-
gcben Verfahren bestimmen, =0 muss man mit einem anderen Anfangs—
vektor die pesambe hechnung wiederholsen.

$enn wie in diesem Beispiel nur ein Eigenwert fehlt, so kenn msn
diesen auch aus der Summe der Eigenwerbte errechnen, die bekannt=
Blich gleich der Summe der Diagonal-Elemente der latrix & iats
ZA; = Zatt
[ Jr SR R I e

2 8= 40 +4+4~1 =17
his A, ad0 , A,=2 , Ay =4 folgt also
Ay = 4F-(10+2+1) = 4.

Berechnung der HNigenlisunzen,

Der Vektor 24 setzt sich nach Satz 3 aus m Eigenlisunger

A z,i-,lz a,_«r..-..*.zl:*g;; ;}m
wiflésung dieses linearen Gleichunpssystems findet man dis
m Bigenlésungen g;i rge iy é,:., :
i L e n = & = %)
0 45 -4§9
44 = ;; : f}f =4 b §3=—‘{? ;/lﬁﬂ?, Jz‘z;f“:n*’f-
1 -5 - &9
Das Gleichun seyatem (O%) lautet dann
34 * f N g; P
W04 + 24 + 4 = 42
100 ('g; 3 4‘;; + é-? = 3!

; « = i . ] 1 }
Aafl@sung dieses linearen Gleichungssystems nac VALY LA

K

7 (234 =34, +43)
: %. (:Jﬂ?, +3y ~ §3) =

£

9

F
S
1 i
|

—

|

(203, 12y +45) =

:'1'1-.
L Wy

t ]
+
+
LD “0aM
N N N
[ ]




71

§ Es muss noch nachgewiesen werden, dass die aus Gleichung (§3)°
fechnelen figenwerte gerade diejenigen sind, die den in gf ent-=
Wenen lligenldsungen entsprechen, die also zur Berechnang disser
genlosungen nach Gleichung(§%) szebdraucht werden,

Die zu diesen m Ligenlisungen 2+ g:,...,g_ gehirigen Ligen-
e ( die also die Glelichungen I?I'."Et-’; =-A;é; Cxwly 25 e 4 n)
jllen), seien L,Jl;,..,,l,.. Die Gleichungen (§¥) kénnen in
3 gender [orm geschrieben und noch durch eine (m+l)<te Gleichung

; anzt werden:
z‘ + gﬂ_ r.....*—ém—g, =g
,Lg.' +/lzét + ....-lemén-'—jz, =0
it (54"
/{ g,r -I-Al tﬂl CRR +/{ gm gmt{"'a

(k]

feses homogene Gleichungssystem ist erfiillt, wenn die Deberm

sohwindel:

o b e g e i e e AL g g I,j.ju

eno Gleiehung pibt eine lineare Begiehung swischen den Vekbtoraen

‘34;31;---; Fmes 250 da 44,--+ 4 Jm voneinander linear unabhiingi =
gind, gibt es nur eine lineare Beziechung swischen den Vektoren
41 31,-..! ?hf'f =
ie Foeffizienten won ?4 i ?,,,,H in Gleichung (53)
sen also mit denen der Gleichung (47) identisch mzein, (nur
hieden durch einen konstanten Ralktor),
i — 4 a & =4 ' " q | S 3 g, PET
Ersetst man in Gleichung (4 ) die Vektoren "”}f—r“ j""‘f
r

: ! 3 - S
ldurch die Potenzen won A (4,,4, A, A ), so erhiilt
giecer Gleichung die oben berechneten Eipenwerte, Lrsetzti man

hinpegen in Gleichung {33) die Vektoren Ba, 91 Pt ?‘.-....-.q lureh

die Fotenzen von A , 2C erhilt man oles Wurzeln dle =z 6” é...
5{;}'%;?"] Fen LJ_H‘:"I'“ erte, denn gerade [ur diese lerte /L i I

Wwersehwindet die Determinante

4 LSRR
WL TEEREE e )

TR SO T I et R ;...

s e

fus der Identitét der beiden Gleichungen folgt, dass &
#urzeln die gleichen sind,. :
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L L.l 5 s o grp I:_ ] L =
] 10 e Il 3 -

B 0% ) gezelet wurde, in n

3" = ‘tiéd"‘“z
ulsiplil

&)

Wl L L

1=




lultipliziert man den Vektor 4, p-mal nacheinander mit der
atrix ﬂf, 20 erh8lt man demgeméss den Vektor

A P » P
}F=£‘§; :.r{( a‘,,gf "‘/l.zl.'klé; +....+ft"ﬁ-ﬁgﬂ- {5?)
Vorausgesetzt, dass in dem Vektor ﬁ,, die dem grdssten Higen-
entsprechende Komponente &, 4 von Null verschieden iat
wes man durch zweckméssige Wahl des Vektors o Stets errei-
den kann), so wird bei wiederholtem ¥ultinlizieren mit der

atrix I die Eigenldsung g,- pegeniiber allen anderen Higenlé-
;'---; immer stiérker hervortreten:

P

j}, = ,.lfp.({x"g‘ +[{£..:)Fo¢t$: e +(j—:) “"g”)' (5?!:}
Bel hinreichend grossem p kann man stets erreichen,
en Ausdruck (J7') sémbliche Anteile (-j:)F oy #; [ lm2.%...: B)
gegeniiber . g: bis auf einen beliebig kleinen Restanteil vere
fchwinden, selbst dann, wenn in dem Vektor
jesentiich kleiner ist sls der
[Gsun;,
Bel geniigend hohem p gilt daher angenihert:

g" o ﬁ"gc = /If'n' ’x'-ng )
+f
?F"“' 2 ﬁﬂ‘%n o f’{ff Ky (;: ’

dass in

3,, der Anteil m'_gf
Anteil &, @'f einer anderen Eigen=

?FH = /14 . }P

fraktische Durchfiihrung der Rechnung,

Fir die Berechnung des Vektors ;{., " ﬂ'ﬁ}a konnen ver-
gchiedene Wege benutzt werdens

8) lian multipliziert den gewdhlten Vektor g, mehrmals nit dep
: Matrix ﬁ':

G R
Diese Kechnung wird solange fortgesetezt, bis zwei aufeinandep
[olgende Vektoren

ﬁ, und ﬁ'gp = ?p*'-f

einander mit hinreichender Genauiskeit proportional sind,
&5 E

Beispiel: 10 10 0 1
o= | 10 5 ) %= 0
Q z 0

10 200 3500 62900 1;2;431;:&
R0} , = {150 = [ 290 = | 49590 g =| B58750
B\ o 7 20/’ & 320/’ 7 500)" ¢ 105080

T4
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¥

bereits die Vektoren 4, und %3 sind in grob er Anndherung eirander
proportional, man kann daher aus ihnen schon die Gréssenordnung
ldes Higenwertes A, Teststellen:

3500 : 200 = 17,5
2790 1 150 = 18,%
230 ¢ 20 = 16

Die Genauigkeit wichet bei jeder weiteren Multiplikation mit der
katrix O ; man findet z.B. eus 4y und 45 ¢

1124900 & 62900 = 17884
888750 1 49590 = 17,922
105080 1 5900 = 17810

ib) Wwenn zur krzielung einer hinreichend genauen Proportionalitit
pischen

2p= ﬁ‘ﬁj‘, und 2 = X4,

leine sehr hohe Potenz der latrix mbenﬁtigt wird, so ist es oft
weckmissig, zunéichst die Matrix & ein- oder mehrmals mit sich
gelbst zu multiplizieren:

&a-at ALY/ R

! o

lan berechnet auf diese Weise z.3. die g-te Potenz der latrix ﬁ
Der Anfengsvektor g, wird dann 50 oft mit der Matrix ﬂf malti=
ipliziert, bis zwel aufeinander folgende Vektoren

b b'j
}P und Jreqg = a -;P
‘einander mit azusreichender Genauigkeit proportional sind; bei
genlicend grossem p ist angenéhert

Free = '14?‘ Fe

Die Proportionalitat zweier Vektoren f,u und j,f, wird nachgeprift,
indem man fiir jede einzelne Komponente den Verhiltnicwert

3’?*? ‘e .-l; berechnet., Aus /Iff kann man dann leicht den
‘gesuchten Ligenwert .‘L hestimmen; die Unterschiede zwischen den
laus dJden einzelnen Komponenten errechneten Werten geben einen
ankaltopunkt [ir die Beurtellung der erzielten Gensuigkeit,

Belsplels

. 10 10 ¢ , {200 150 20 ¢ [62900 49550 5900
- (10 5 2|, QA'=(150 129 12|, @& < 49590 33285 460A
: S A a0 12 5 5900 4608 569

75



. . 4 - ; :
e hiatrix ét soll fir die weitere Rechnung benutzt werden;
g sei also g = &4,

i 1 62900 6450388100 o (661925286
&= | O, }q = | 49590 § , §,= DUGASLLE50 |, e 710+ | 522v92525
/' 0 5900 602577320 61876031

}? und }; findet man3:

: 4
%e g G X A Ay
B4503%88100 z 62900 = 102550 17,8951

5004541350 & 49590 = 102733 17,9031 l

602977820 5900 = 102200 17,8798

|

der aus ?' und Fea mit wesentlich verbesserter Genaulzkeit:

: y

34‘1 ) ?‘3 = A, | /{4 —|
[0° : 661925286 @ 6450388100 = 102617,90 17,858053
0° : 520792325 : 5094541350 = 102618,13 17,898063
= @ 61876031 ¢ 602977820 = 102617,42 17,89803%2

pDer erforderliche Arbeitssafwand,

Flir jede lMultiplikation eines Vektors mit eciner Natrix sind
| Sunmen aus je n Produkten zu berechnen, das sind in ganzen

nt Frodukte aus je zwei Zahlen.

fir die Berechnung des Froduktes aus zwei llatrizen sind

n? Produkte,

iir das Juadrieren einer beliebigen unaymmetrischen Matrix

n-i

Z
o{n® - 3

) EBrodukte,

i ¢4
Eaﬂ-g—i—l) Frodukte

il hereghnan,
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Die Anzshl der erforderlichen Multiplikationen ist bei diesen
ifahren oft grisser als bei manchem anderen Verfahren, besonders
Bn, wenn zur Lrzielung ausreichender Genauipgkeit ein mehrmalipges
idrieren der iatrix erforderlich ist.

Andererseits hat das Verfahren jedoch wesentlishe Vorteile;

g Produktsumnen knnen mit Hilfe einer Rechenmaschine sehr rasch
f:baquam berechnet werden. Die gleichzeitipge Auffindung der Bigen—
Bung ermoglicht eine einfache und sichere Kontrolle der Rechnung.
Das Verfahren wird dsher zur Berechnung des grissten Eigen-
ftes oft rechs vorteilhaft sein, besonders dann, wenn dieser

A, betréchtlich (mindestens etwa im Verhiiltnis 2 1 1) gréisser
§ als der nichst kleinere Eigenwert A, . (Vergl. Seite 929 )

2. Berechnung des gweitgrdzsten lkigenwertes.

Wesentlich umstindlicher gestaltet sich die Berechnung des
iitgrossten sigenwertes A, und der entsprechenden Eizenldsung g;.

In denm zewahlten Anfangsvektor

/a"" = cx,g, + a:zg,,*F i cx;,gu

ge auch der Anteil der zweiten Bigenldsung &, g;, von Null
pschieden sein.
. Der durch p-maliges Multiplizieren mit der Matrix X berechne:
ite Vektor p p F
4p = A,mg, + A, Kofo +.. ..+ i On fin
jghalt zundchst bei hohem p einen iiberragend grossen Anteil der
sten Eigenldsung ,l;cxdé4 . Dieser Anteil kann nach dem chen
gehriebenen Verfahren mit jeder gewlinschten Genauigkeit bercchnet
il von dem Vektor /p abgezogen werden,
P verbleibende Restvektor

gomhge = Mg go #40 gs v oo # Ay g
= A: ﬁlél +(%)Pﬂ.’3é3f. el (-:i—:")‘pﬂrnén)

8t dann bei geniigend hohem p annéhernd der zwdten Eigenldsung
oportional; denn die Anteile der dritten bis n-ten Xigenldsung

(%E)ch‘-éz iedd ...,n)

prden mit wachsendem p immer mehr gepgeniiber dem Anteil ¢{£é?

(58)

prachrinden,

ghéhe'rnd pilt also bei genligend grossem p:
' p P
gF_AiDCfgf s Az“z.ga :

1

LA



Die Berechnung des Vektors

AJ o g
;;chieht am besten in der Weise, dass mag den Vektor gp mit der
atrix A” multipliziert:

2p
giP g a”. . = /{:P-({!}gq -l'(::‘—j}zr,;x_:g: L s +@ﬁ] .ﬁngu) _

enn die Vektoren g? und ﬁlp iber mehrere Dezimalen einander

poportional sind, so kann man daraus im allgemeinen folgern,

;ss der Vektor ?1F ungeféhr liber die doppelte Dezimalstellenzahl
ar ersten nigenldsung proportional ist; denn der Antell der zwel-
-;; figenldsung £: , der die Abweichung von der Proportionalitét

auptséchlich verursacht, wird bDel jeder Multiplikation mit 5tpim
erhiltnis {;?JP verringert. Es kann also néherungsweise gesetzt

r

gvz'g = /l: - Ky é-'l

jerden s

fieser Vekbtor ist noch durch .l: zu dividieren. Einen hinreichend
gencuen Wert ILur Af findet man, lndem man 2p nochmals ni® ar
mltipliziert; es genligt jedoch, eine Komponente des Vektors
}Ef - ﬁﬂ?#
i berechnen,
Belspiel:
Im obigen Zahlenbeispiel mdge zur angeniaherten Berechnung
des zweltgrissten Ligenwertes der Vektor
' AR Rl (azacu)
24 3o 49590
59C0
yervendet werden; es sei also p = 4,
4 ist, wie oben feastgestellt wiurde, bereits iiber etwa
3 Dezimalen der LigenlOsung éﬂ proportional, 93 iiber etwa
6 Dezimalen. Aus g,ﬂ, und }; #wurde errechnet

A, = 102618
Bs lst also
y 62858 ,25
Ay Xas, = 2 . (49_}645.59
0875,95
! 2_! 41,75
z = " - - 55,69
6" I A 24,05
Dieser Vektor ist in grober Amnédherung der Eigenlisung éi

78
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oportional. Er muss also ndherungsweise die Gleichung
ﬁ'zi i /11. éz
llen, lan findet durch Multiplikation mit der Matrix &

e 139140

T 187,15
ﬁ';; - 87,33

id aus dem Verh&éltnis der einzelnen Komponenten die angendherten
rte fir A;

55 159I4D H 41:?5 a =94,299
187,15 & <=55,69 = =3,361
= B7.%5 3 24,05 = =3,631

'Z:Ergebnia der Rechnung ist in diesem Beispiel zunschst sehr
igenau, Die drei fﬁr-,k; errechneten Werte weichen betridchtlich
pneirander ab,

Binen wesentlich genaueren Wert fiir Ai findet man in dem
vorliegenden Fall einer symmetrischen Matrix , indem man

gs Verhiltnis der Léngen der beiden Vektoren b‘; und ﬁ-é@_f

jrechnet:

¥
(X 4:0 VT35 a0% 5 187,05% 5 87,55 - 249,166 _ 3 sas¢
. o
/2] V' R,75F + 55,69" + 24,05° 73,639
Der genauve Wert betriige fﬂqf- 3,38401).
Will man.li_und besonders g2 ©och genauer berechnen, so be=
itzt man hierfir am besten das im Abschnitt IV behandelte

iherungsverfahren,

Theoretisch kann auch das oben beschriebene Verfahren bis

u jeder gewlinschten Genauigkeit fortgesetzt werden;; Voraussetzung
jerfiir ist lediglich, dass die Potenz a’ senligend hoch gewdhlt
ind eine ausreichende Dezimalstellenzahl bericksichtigt wird,

1L der praktischen Durchfihrung der Rechnung ergeben sich jedoch
wachsendem p immer gréissere Schwierigkeiten, weil man dann

ghr kleine Differenzen sehr grosser Zahlen berechnen muss, dabei
¢llen merade diese kleinen Differenzen mit miglichst hoher Genau-
;gkeib berechnet werden. o

. Im obigen Beispiel stimmen die Vektoren gq und i?}i bereits
n den ersten drei Dezimalstellen iiberein, Wirde man, um eine gris-
jere Genauigkeit zu erreichen, die Vektoren j; und % vonein-
gnder subtrahieren, so wirden sich schon die ersten 6 Stellen wes-
JﬂL widren es sogar 1l bis 12 Dezimalstellen,
gs bedeutet, dass bel einer l6-stelligen Rechengenauigkeit (deren
urﬁh‘naltung selbst bel Verwendung elner 16-stelligen Rechenmaechine
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£t schwierig oder mindestens unbequenm ist) die"l::ige:xlr':isu.ng g,,
grade noch iber 4 oder 5 Dezimalstellen genau berechunet werden

In dem erwéhnten Aufsatz von v.iMises und Pellaczek-Geiringer
d fiir die Berechnung des zweitgrdssten Eigenwertes ein Weg
mpfohlen, der zwar von dem obigen Verfahren im einzelunen ab-
gicht, der jedoch, wie aus der dortigen Durchrechnung des Zahlen-
peispiels zu erkennen ist, zu &hnlichen rechnerischen Schwierig-
,_f: iten fihrt, Der Arbeitsaufwand wird meistens ungefihr der
fleiche sein,

Dieses von v,kises angegebene Verfahren gilt librigens nur
symnmetrische iatrizen; bel der Anwendung auf unsymmetrische
gtrizen sind die Fermeln in folgender Welse abzudndernt

Der Vektor

(2p) (1p) \
n By ] @ P e (P (59)

g = (P ® = By A, - a,
g o, Ay % 4
t'bei genliigend hohem p der gesuchten zZigenldsung Z’- annahernd
poporticnal, Darin sind

r
® und #zga) die beiden ersten Spalben der liatrix 1/ 4 .

By urnd aﬂa"‘} die beliden ersten Elemente der ersten Zeils
z
von &

(Statt der ersten Zeile kann man such jede andere Zeile
und statt der beiden ersten Bpslten zwel belliebige
Gpalten der datrix @® bzw. HIP benutzen.)

Es so0ll gezeiglt werden, dass der Ausdruck {59}, von wenizen
pnderiillen ahpesehen, stets nach einem Vielfachen der zwaiten
Heenltsung g:, kanvergiert,

l!as ::-F'.-J..
(? St » .
2, = 2 A, a; g 3ty ﬂz,hﬂ;gz.- ;
. z
Bon =ind die entsprechenden Spalten der Matrix A",
(2p . iZp} z
: »
"3‘7’5{ : Z A-..1 d’({gi ; -tz =Z /l,‘ /3;‘ @(.:' 3
d fiir die erste Komponente dieser Vektoren gelten die Gleichungen

(2p) i (2p) 1p
=i ZAL Xy, Ay = Z A; /3;' Xit 80



X iq die ersten Komponenten der einzelnen Kigenlisungen &
.""'
Hieraus folgt
n (1p) » (2p) (o
gz = 8.y P o, ey -y =

= ;Zx A;‘Pn‘; Xiq )"'k ﬁﬁ'g’" Z;‘ /3 Xig Ax “félf
-z S adi G -«,,/si)-x.-{ £

n dieser Summe verschwinden alle Glieder mit 1 = k. Den grossten
: 4 T, T
inderlichen Fakbtor A; "'A: hat das Glied

2\ P
Ay F’lz ' (a’, 2 ""'-t-/sr) T+
s daher bei wenilgend hohem p alle anderern Glieder lberrazt,
prauczesetzt allerdings, dass oc,,/jz * rx,_ﬁ‘ und dass ferner
:: erste Komporente der LigenlOsung 64 von Null verschieden
+ %, # O . Diese velden Voraussetzungen werden aber in

Bpalct ischen anwendungsbeispielen fast immer erfiillt sein.

- {EFJ aa T 3
Die Elemente a der Mstrix findet mar als FProdukt

er Detreffenden Zeilen und Spalten der liatrix xr
amfir;i: .é@gx"y, wenn & ? 3ie i-te Zeile und ﬂ#ﬂ#)
: : L
die k-te Spalte der Matrix &£~ ist.
Bleichung (99) kann also such geschrieben werdent

5]
X 2P LT

= 2 =
5 @,® )

(59"

Da die beiden Spalten dieser Determinante einander fest proportliond
gind, wird man bei der praktischen Berechnung am zweckméssigsten
wor dem Ausmultiplizieren erst ein Vielfaches der einen Spalte

yon der anderen Spalte subbtrahieren:

i ‘6(” ﬂfw 4 i (‘“’1&?" k-, W)
2= o (ﬂ;m’—iff-mm_)
Eetzt man hierin noch
a, oAt/

s0 gelangt man fiir den Sonderfall der symmetrischen Matrix
P}
( #y ¢

9"

\

(P ) zu der von v.Mises angegebenen Formel

£ (T () 0

!_,{LL




5+ Berechnung des drittgrissten Eizeawertes,

Im verliegenden Beispiel einer dreireihipen Matrix kann man,
ghdem die beiden ersten bigenwerte und Lipenlisungen bereits
kannt 'si.nci, leicht auch den dritbtgrissten Eigenwert /1_1 und
@ ibm entsprechende Eigenlosung 33 berechnen. lan braucht
r von den Vekbtor

Qo = Xefo * &y + s £y

Anteile der beiden ersten Ripenl&sungen zu subtrahisren. 1
0

Im obigen Zahlenbeispiel wurde aus dem Vektor 9’, =
rechnet:

g P 6450388100 ‘
:9 Gipt = A ‘40 =|5094541350 | A, = 102618,
602977820

¥ f 41,75
Avmfa = fo = (-5569) , A, m3,38%.
i firdet hieraus, indem man die Anteile
I
2 und L ¢ é; = .é’l
Ay A"

¢ Subtrahiert, den der gesuchter Eigenlsung Zg ann&hernd

d‘.}g‘f =

pportionalen Velkbor

§ = 5o g %

1 04,61255 d,51851 0,06804
=] 0 - G, 48379 - = 2486 = -0, 05853
§] 0,05726 0,18348 =, 24074

: . " . : ' i
p dem Verhéltnis der Vekbtoren gg und &gg findet man
iherunzsweise den sigenwert /lg :

_:, ( O,lLUlG) 0,16010 ¢ O©,06894 = 1,452
[ 4, =

i

=0,08675 -0,08673 & 0,05893 = 1,472
U, 35860 -0,35860 31 0,24074 = 1,490

wesentlich besserer Genauigkeit findet man .Jk, aus dem Verhélt-

L. : 7 - i
i der Lanpgen der belden Vektoren ¢ und & 3 1
A 3

Vo©,10010" + 0,0867%% + 0,358602 — e
So=Zfesieoofdondostedo22. = |/2,208119 = 1,485974
YU,00894% 4+ 0,05893% 4+ 0,240742

pegaue Lipgenwert betragt /L; = 1,485953,
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Bei vier— oder mehrreihigen Matrizen ist jedoch die Anwendung

35 solchen Verfahrens fir die Berechnung von )3 und gs

lgemeinen nicht zu empfehlen, lan misste noch elne viel hOhere

inalstellenzahl beriicksichtigen, als das schon fUr die Berech-

pg Voo A:. und é’ nétig war, und man wirde trotzden fir Ai

meistens nur sehr grob e Nidherungswerte figden,

é:
die auch zur Lbe-

lan kann dabei die gleichun Wege benutzen,
ehnuni; von Ay und 4z angegeben wurdent
Entweder man berechneb nach dem oben beschriedensn Verfahren

in elnem Vektor ;
= P = zl b 14
go= Age = SIS
Whaltenen Anteile der ersten und zweiten Lipenldsung und subtra-
diece wvon gp . Der Vektor
és] = G» -~ Ao fe Mg =2 Aia & (60)
P T A

g6, falls p so hoch gewdhl® wurde, dass der Anteil der dritten
% r . . ’ =4 ¥ i g o
Fenlosung A, oly 63 alle Tolzenden EigenloOsungen erheblich uber=-

b

annéhernd g, proportional,
oder map benutzt eine von v.lises angepebene Niherungsformel,
|

2"allerdings fiir unsymmeiriscihe gatrizen wieder in fclgencer

dise abgeindert werden muss:

(2p) (zp) (zp)
: & 4 842 B3
(1p) {zp) !
53 i 24 311.:', 515{“} (ef)
¥
s 4?Iﬁﬂ *F:ﬂﬂ
(1p]

Berin xbnnen wieder die Flemente a;x durch die Zeilen und

; P (i -
satrix ¢ ausgedriickt werdens

lten der
e (e ) } )
" e G %‘ZJ J'HMJ:H |
) e } )]
é‘] = .&1 rﬂx aﬁ{rﬂz v‘é‘! r-ﬁt; (6f :I
g
#L:h! o (i -‘de

dich hier kann man dile zahlenméssige Berechnung dieses Determinan—

arucks wesentlich vereinfachen, indem man vor dem
} pa , :
J:I("' .ﬂ.wf'w Jislfache einzelner Zeilen und

benaus Ansmulti-
Blizieren der brodukte

:ﬁalteﬂ von anderen Zeilen und Spalten der Determinante subtrahiert.
: B

purch eine solghe Umformung des pusdrucks (
senr grossen Zahlen zwar einge=—

sehr kleiner Dillerenzen aus
Im folgenden Abschnitt

Ehr&nkt. jedoch nicht vermieden werden,
4 ein Verfuhren gezeigt, das diese Technerischen Schwierig-

piten vermelidet.
83
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Vii. BERNCHNUNG DER BELELGENTAR-MATRIZEN
slNEH MATRIX MIT n VOREINANDER VERSCHIEDENEN
EIGENVERTEN,

Theoretische Grundlsgen.

Es soll ein Verfahren abgeleitet werden, das zuch die Berech-
des zweit- und drittgrossten oder eines beliebigen Eigenwer-—
8 und der zugehdrigen kigenldsungen ermdglicht, ohne dass dabei,
e im vorigen Abschnitt, durch die Bildung kleiper Differenzen

B sehr grossen Zahlen die erreichbare Genauigkeit begrenszt ist,
jgleich werden einige wichtige Sdtze iiber Matrizen behandelt,
auch zum Versténdnis, zur Beurteilung und fiir die zwecknmiasipge
wendung einiger frither beschriebenen Verfahren wichtig sind,

. Zunichst ist hierfiir eine Erweiterung der theoretischen
pundlagen notwendig.

l., Erweiteruny des Begriffes der katrix.

ghteckize Llatrizen; der Vektor als Sonderfall der labrix,

Bei der Definition der lMatrix wurde festgesetzt, dass nur
peihige quadratische katrizen betrachtet werden, dass alse nur
atische Matrizen zueinander in irgendeine rechnerische Bezie-
gesetzt werden, und zwar nur solche, die untereinsnder dic
giche
I ks ist aber bekannt, dsss msn auch jede rechteckise Motrix

Anzahl Zeilen (bzw,Spalten) besitzen,

 eine quadratische Matrix verwandeln kann, indem man die fehlen-
i Beihen durch Nullen ersetzt, ULie listrix kenn dann wie jede
guadratische liatrix behandelt werden.

Kan kann auch noch einen Schritt welitergehen und jJede recht-
fige oder gqusdratische Matrix durch Hinzufigen von Nullreihen

b eine n-reihipge quadratische Matrix verwandeln, wenn unter den
jrechiedenen Watrizen n die présste vorkommende Zeilen— oder
ltengzahl ist, Die Nullreihen mégen stets am rechten bzw, unberen
jde der latrix anpeflpgt werden,

Beiszpiel:

T 2300
T4 - 1400
31 21400
; 0D00O

i Vektor n-ter Urdnung kann als datrix behandelt werden, indem

e T
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a0 poch (n-1) Kullreihen (Spalten) anfiigt:

2 200
1 = 100
3 5300

uch eine skelare Grisse kann als eine einreihive lisbtrix betrach-

8t und durch Hinzufligen von Nullreihen zu einer n-reihigen latrix
jpginzt werden; z.3, n = 31

a
a = ( o0 [62}

Diese Darstellungsart ist allerdings unzuléssig, wenn
eine Matrix mit einem Skalar multipliziert werden soll;
in diesem Fall muss zwischen dem skalaren Faktor a und
der erwelterten einreihigen hatrix (&2) unterschieden
werden.,

f-duktbilﬁungen aus Vektoren.

Um das JMultiplikationspgesetz der guadratischen Matrizen such
Vektoren anwenden zu kbnnen, muss unterschieden werden zwischm
gnkrecht und waagerecht angeordneten Vektoren,

Die n Komponenten elnes Vektors, z.B. X,, X3, s0eey X,
bnoen entweder, wie die Zlemente einer Spalte, untereinander ze-
ehriecen werden:

X, i@ sens B

J ¥ g 7 X, U veae ©
b
Xp X0 e O

ﬁer in einer Zelle nebeneinander:
TR x,) -

'] wird als Spaltenvektor, é? als Zellenvektor bezeichnet,

le bisher benutzle Lbarstellung der Vextoren in Spaltenform wird
flich im Jolgenden im allgemeinen beibehalten; wo eine besondere
eonzeichnung fehlt, bezeichnet stets einen Spaltenvekbtor,
wo Zweifel mOglich sind, werden Spalten~ und Zeilenvektoren

-

53



elnen senkrechten baw,
ennzeichnet.

wasgerechbten

Zwischen zwel Vekbtoren

f--‘l o¥

i) DL

4 = .a 1nd lL = i
an D

zwel verschiedene rroduktbildungen moglich:

1) Das skalare Produkt

'-d‘ al -aaa an ﬂ“ U.-l D
E~{r|= G T By O st _ L 0
0 o sss O bp O 4es © &

git im folgenden
pnderes Termerkt
zu verstehen,

bel Froduktbildungen aus zwel

2) Das leatrizen—-Frodukt

E’]I.‘ {:I N D b‘ t’:ll‘# bﬂ H‘.h"‘l
w|b<[20 e 0] [0 0..0)  fayD,
a“ D L [} G O e - U EH-L34

gile (bzw,Spalte) dargestellt werden kdnnen,

Anmerkung: Es gibt such noch cdie loglichkelt

strich ( 4 /

Iﬁi

Ve

erhillt also in diesem Fall eine labrix vom Hang 1, d.h.

o

n

T AE s O

o 4
o, = a, by + 83 Dy + sees + 8y by o

toren nichts

ist, 18t unter s . 4 stets das skalare Pro-

"'"‘1"“1.“' a,° by

E“'IQIIH-I

S105

jtrix, deren s@mtliche Zeilen (bzw.Spalten) als Vielfeche einer

der FProdukbt-

bildung af-»ﬂ-f oder 4 -4 ; diese haben sber beide sls Vekbtore
Prrodukte keine Hedeutung. Es ist namlich
‘:-i_,":-} L] U D‘ [-:]-ll D H"-D“ ‘\:] o U
8y O 440 O By C ... O a,.0, U ... O 3
wl 4 | %t .| P2 Clhal 22 % n ;;4-#f.
L] L] L] L - L] L ] - - L L] L] [ ] 3 3 ’
B 0 con 32 Dy € «es O ap-y O 4.s O
Das Produkt .it/-dij ergibt slsoc ein Vielfaches des Vekbtors
4¢’, in dem nur eine Komponente des Vektors dﬁ als Faktor

erschein%, HLbenso ist M 4 = a, .4 . 86
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oo

foduktvildungen aus Vektoren und Matrizen,

Das Produkt aus einer Watrix und einen Spaltenvektor gibt,

jin die latrix vor dem Vektor steht, wieder einen Spaltenvektor:
Zaﬁ i

Ayl - 2 on

Z&ni-‘fi

Das Produkt aus einem Zeilenvektor und einer Matriw gibt,
die Matrix hinter dem Vektor steht, wieder elnen Zeilenvektor:

?‘ﬂZ‘ ( Z-:“Ti- 8y Z.}“; 8ig « ¢ o+ Zu-,.-,-_ S8in )

Anwerkung: Die Produktbildungen g[!ﬂ and O 1?:

sind fir die folgenden Bebtrachtungen chne Bedeutuns) man er—
helt in diesen beiden Féllen eine listrix vom Rang, 1, an deren
Bildung nur die erste Zeile bazw, Spalte der Matrix betedi-
ligt ist,

Arstellung einer Matrix durch ihre Spalten oder Zeilen,

Die Spalten einer lMatrix ﬂ kOnnen als Vektoren betrachtet

L
=¥ ¥

mﬂi

£ eew

ni

die Matrix selbst kann man folgzende abgekiirztie Schreibweise
enutzen, indem man die Llemente jeder einzelnen Spalte zu einem
paltenvektor zussmmenfasst und diese Vekbtoren in einer deile

d{{ a.‘i LR a.‘n

ﬁi ai,{ Eu P azn ={ﬂ.‘ ﬂz._‘._.-ﬁﬂn)i

L] [ L] - L] - -

Bpt fpl eses Bpn

Ebenso kann men die Zeilen der lutrix als Vektoren behandelns

]

. = it i
Cag Bz evee 8y )= 4 .

87
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L

fe Matrix wird dann dargestellt, indem man diese n Zellenvektoren

8 einer Spalte untereinander anordnet:

Das Erodukt aus 2 Fatrizen { und éﬁ kann in verschiedener
eise durch Spalten- und Zeilenvektoren dargestellt werden:

1) In der vorderen latrix werden die Zeilen, in der hinteren
lie Spalten als Vekbtoren betrachbet:

p— ¥ !

'u-rl' E -‘I'L--ll'::I J-:: .‘ut-d. ‘6‘1 n o = A .ré‘zﬂ" "J”

e e e T
' )

I !
= el .

eser Ausdruck ist gleichbedeutend mit der iblichen Definition
e rodukbtes aus 2 Labtrizens Das Element der l-ten Zelle und

ler k-ten Spalte ist zleich dem skalaren Produkt sus der i-ten

Beile der. vorderen und der k-%en Spalte der hinteren Matrix.

2) In der vorderen Matrix werden die Spalten, in der hinteren
ile Zeilen als Vektoren betrachtet:
P}
4
AT &
H& = (ad mal.. )|

= ,ﬂfi{-g-# ,4-11/1&_‘ e f,ﬂﬂf)';ﬂ?.

f; (69

1

L]

1

Lie Produktmatrix ist also gleich der bumme der n Matrizer
Won Hang 1, die man als fatrizenprodukte zus der l-ten Spalte

gorn f/t und der i-ten Yeile won P GrhBIE{1el 2, sun JH)E

88
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2) Ligenspalten und Eigenzeilen einer Matrix.

ansponierte llatrix.

it ﬂ*wird die “tramepouierte katrix" bezeichnet, die man
BuS L?Z erhdlt, indem man sémtliche Elemente @y (i+ k) mit denm
‘entzprechenden Llement ay vertauscht:

i}
Qi = Ay

ir die Iransponlierte des rrodukts aus 2 Matrizen 6{ uwnd -(? gilt
*
(ag)-&"a (69

Eowendung suf Vekboren.

Die Transponierte eines Spaltenvektors g,’ iat der entspre-
lchende Zeilenvektor 4 und umgekehrt:

—_ * By
e 2
fllie Transponierte des lMatrizenprodukts sus 2 Vektoren .wfal.x und {,
flet das Matrizenprodukt aus #[ and At

[T ¥ —
(/&) (- &),
flie Transponierte des Lrodukts aus einer hatrix ﬁf und einem

‘Spaltenvektor |I ist gleich dem Produkbt aus den enteprechenden
i Zeilenvekbor Z und der transponierten Matrix tﬂ." :

(@y) =@l o -5 (66)

‘Bizenspalten der uabrix o .

Die Ligenlisungen é.‘ (i=l,8, «.s,0), die flir den entsprechen=
gen Eigenwert ,-L- die Gleichung &-gf=/{;-é; erfiillen, sind GSpal=-
tenvektoren; sie sollen im folgenden kurz als die "Ligenspalten™
‘der Matrix (I bezeichnet werden. Die Xigenspalten kidnnen in irgend-
giner RKeihenfolge (z.B. nach der Grisse der zugehfrigen Ligenwerte
Ai : Jl“ Huel l" geordnet) zu einer n-reihigen Latrix zusammenge—

Petellt werden:
-%-:(Zg"’ éz....én).

Wiultipliziert man diese"Matrix der Zigenspalten” mib 575 s B0
bleiben die einzelnen Spalten sich szelbst proportiocnal; sie &ndern
fledizlich ihre Grisse, und zwar im Verhilbtnis der betreffenden

X - (A,.Z; b Ann)

Blgenverte

o4



Die transponierts labrix af#baﬂitzt die zleichen Eigenwerte
jie ét {Der iert der sakulardeterminante wird durch das Vertsu-
ehen der Zellen und Upalten nieht zedndert,) Wenn alle Kipenwer-
voneinander verschieden sind, so enteprieht jedem kigenwert A;
h elne Eigenldsung der transponierten hatrix ﬂk? :

1{?{*& ?.‘. = -"'I-i '?&

flese Gleichung blelbt gultig, wenn wan auf belden Deiten trans-
bpierts., Lie Transponierte von (L ist dle Malrix x y die Trans-
Pnicrte des spaltenvekbors yJ ist der Zellenvektor ('*Q; ,")‘r- TE
Bch Gleichung (66) erh&lt man

(@3- G % > AT

fiese ‘eilenvektoren, die die Gleichung

g, = Ay
llen, heissen "Eigenzeilen" der Watrix ‘& Jedem der n von-
fnander verechiedenen Eigenwerte .li entepricht eine solche Ligen-

Uis n Tigenzeilen kEn

=

:n, untereinander angecordnet, ebenfalls

5
giner latrix zusammengefasat werdent

S

i 2var werder hierfiir folzende, stets erfillbare Vorschriften

estezatnt:

' l.) Lie Haihanlolze {ﬁl.h'f - ? ey L_‘;'!_" aei dieselbe
diejenize der Vekboren é‘] & lf ki é f (entsprechend

Bner bestinnten Relhenfolze der n Eigenwerte Aq * .Il . ..._,J,)
Z2.) Lie Urdsse der Vektoren : 80ll so festgelezt sein,
85 fdus gkalare Produkt der Vektoren "'ﬁ-' und zﬂ :tets den

Qrt 1 ergibt:
e gl =4 (ica,2,00m) (67)

G



. Die Dars z der U i [ re Hlementar-
%, Die Darstellunz der Hatrix 9! durch ihre 1 L
Vatrizen.

In den folgenden Betrzchtunzen wird wieder vorausgesetst,
Be alle Higenwerte der Hatrix f?lt voneinander werschieden sind,

pduktoildungen sus Kigenzeilen und Eigenspalten.

¢ =2 s0ll zundchst nachgewlesen werden, dass das skalare
odukt aus einer bellebigen Ligenzelle ?., und einer zu einem
ieren Ligenwert gehdrigen Eigenspalte g,,f stets den Wert Iull
poibt,

Betrachtet man den Ausdruck

?‘lﬁgﬂl ?
15t einerseits

ol =Acig , aieo A gl = A g
1d andererseits

gl Aol o siso

fgraus folgt

S|
~
S
ES
—
u
A
x
|
B,
-
i

(/1.’.'/‘.1;) Y é“l -0
jon, wle vorausgesetil wurde, Ai + Ax s 30 folgt also filr
plienige i, k (i#k)

?} éu, =0. (68)

Es lédsst sich nun auch leicht zeigen, dass das skalare Pro-

t von Kull verschieden sein muss, dass also die [Fest-

[ §

etzurn - = 1 stets zuléseig ist. Da namlich W+ nindestens
- g L L 5 [
e von Null verschiedene Homponente besitzt, so kann man stets
iren Vektor g. angeben, dessen skalares rrodukt mit Wk von
411 verschieden ist. Uieser Vektor 3, kenn als lineare Zusam=
psetzung der n Ligenspalten éq y é;_ y sevey é.. darzestellt
ipdens folglich ist

753;‘3 = ?;'(“uéu ﬂizéi"-" *ﬂ‘n&u) iéh{.«:ar ?c(‘,‘x = Ay ?;‘. é‘i s

Gleichung (6&) alle Glieder mit k # i verschwindeun,

9l



fonn Jull verschedsn sein.

Perner erkennt man aus den Gleichungen (63), (67) und (64),
hss das Produkt der beliden Matrizen

A
y = ’3.1 und ‘)f = (éh‘ él’ e éh’)
9 |
fie inheitsmatrix crgibt; denn in der Hauptdiagonale der rodukt-

patriz stehen die Klemente ~_. é.f = 1 und sdmbtliche {brigen
lemante haben nach Gleichung (€8) fir i+ k den Werd '?; g,‘l =0,

ist also
TRy (69)

Blementar-iatrizen,
Aus der Gleichung ]f '»}Ezé’ erfolgt nach Gleichung (34,

f diese Gleichung kann man die in Glelchung (64) angegebene

Barstellungsart anwenden und erhal®

L
XD (gl g g) Bl i gl ™

‘:}u

jie einzelnen Glieder é./ ?.: sind Matrizen vom Rang 1 und
heiszen "jlezentar-ustrizen der Latrix t?l Y Sie werden im fol-

bezeichnet.




g Ligenwerte sind A, = 5, /11_ = 3, /l;- ~ i
e enteprechienden Bigenldsungen (Eigenspalten) sind:

i * 1
3 1 . of o X = | 2
& l) & 2 ) G 2
d die figenzeilens .

w (1, i, =1)

4}
Ef e {ll ~ay l}
yh

o {_ll 11 Uj

Hst also

; g : S Mo
R s T / Jé}= R S
L e o e TR

pkann leicht nachrechnen, dass die Gleichungen wa"é
L XU - ¢ erfillt sind.
b Dle Zlementarmatrizen der Matrix 6t sind dann

Bgigi- (11 3) . Burgd Tl

= —

e

i’"\-:' (=] r-l
e, S
-

S -1 1 G
ﬁn;gaf 3 = R N
- 5 5 R

-

Bes Deispiel nige zur Veranschaulichung der folgenden Sabze
gnen.,

8 zrundlegenden 3itze ilber Elementarmatrizen,

Fir die n Klementarmatrizen einer bestiamten Labrix ét

Biten folgende grundlegende Gatze:

1) Das rfrodukt aus 2 verschiederen Llementarmelrizen rﬂa;

.{19, verschwindet; d.,hs in der Produktmatrix &o.-: 1&;,# sing ,
jin 1 ¥ &, sé&m5liche ilemente = O,

Hoi Ao = (sl i)+ (gl - ) = (3)
=g;!-(ﬁ-gn’) '?x 3 g;/-&'- ?x =0

2) Jede Llenentarmatrix bleibt, wenn man sie mit sich selbst
pltipliziert, unverdndert:

ﬂafz :_ﬁﬂi Dy = o (72)




P O = (gl ) Gl - 32) =
=é;f(ﬁ g.—,f)?: = g;f o ?: =é‘/'%=ﬁﬁ

anmerkung: s ist in diesem Fall gleichgliltig, ob man das
skalare rrodukt ‘g'i é;l = 1 als Skalar oder als einreihige
latrix betrachtet; denn es ist

| S il W A v
o L () oy T A -
3 & S|t g4 8 8ol plp=gl.

L B L B LB B B R N

) In jeder Elementarmatrix ist die Diagonalsumme ( das ist

ie Sumne der in der Hauphdiagonale sbtehenden Elemente) = 1,

gwais:
PDie Diagonalelemente der Matrix ﬂkﬂi = éif'ﬁ?; sind die
fodukte aus de

:n elnander entaprechenden Komponenten wvon é;
ind gq 3 ilhre Summe ist dsher gleich dem skalaren Produkt
er beiden Vekbtoren, also = ?;_ é_! =1,

o
o

4) Die summe der n Elementarmatrizen ergibt die Einheits-

Ao, *Play s+ Ron -_-6. (73)

fleser Setz ergibt sich unmittelbar sus der Definition der Elemen—
frnetrizen (vergl. Gleichung 69 und 70 ).

e Natrix 0! 613 Vielfachsumme ihrer Elementarmatrizen.

Das Produkt aus der latriz ﬁ% und einer ihrer Elementarmatri-
en ﬁﬂ ergint das A; -fache der betreffenden Elementarmatrix

"

I/)t o {/&’a‘: o AL : ﬂzﬂ;_ A (?'tf)
némlich sdmtliche Spalten wvon ﬁkafdﬁr Zigenlisung é; PICpor=
1 sind, so bleibt bei der Multiplikation mit (f jede

a
ppalbe sich selbst proportiomal und &ndert ihre Grosse im Verhilt-

A o g oy i =y
B Les Llpsnawerces /‘. .
o L]

K

Hieraus ergibt sich folgender wichtige Satzi

S




Ee Natrix ét i'sft B elbhet aftne 8au m e
M & Vielfschen brer Elenantarma

i
i n , und zwar 18t

ot = Ay g, t Ay Koy + o + An- Oy, - (/?5)

&t:&é = ﬁ (&a‘-l-ﬁfpz-rnu +|?£m|)=
oL Oy Ayl 458 A

jch disser Satz kann am obigen Zahlenbeiszpiel leic!

rioe f

auch die Umkehrunz dieses Satzes ist giiltie:

fldet man aus den n Llementarmatrizen (X, (i=1, 2,
gmtlich den Bedingungen _

&zg;'&a” =ﬂ {‘If!r:'{-f'z!”*-'"’}' ‘*K)
ﬂg‘z = ﬁpf * 0

20 = § )

gotigen, durch lineare Zusanmensetszung ecine beliebige labtrix

& ’A' &04 "‘A:ﬂﬂ:.* +/Gn'ﬁﬂn

g Liat diese Latrix 4; die Eigenwertle

& ,Bars o
gweiz:

Die Gleichung

&-Ag) g =0

erfiillt, wenn A gleich einem der Koeffizienten /3-

i 3 und

4 eine Spslte der betreffenden Llementarmestrix ﬁﬁ;i ish;
) o = Elpah) O O
K42 ..m
o E(ph) Gl + (BBt =0,
&gx'lﬁa‘- fir k # 1 verschwindet,

beiden ersten.

(s
L]

\ - L ep o Ty e 3
ha b --w-\--l-'-':h-il__H--; ’

N .|
}lia,ln‘}'i LS SS

i 1 1 w2 1 - 6 1 -2
2 -1) + 3 (1-2 10 - wed= 2 D) « & 3-2] - 4
¥ 1 -1 2 -4 2 -3 3 0 gal 7



jGenzen und rationsle Funktionen der Hatriz.

Ebensc wie die katrix CR kGnnen auch ihre sdmtlie
ja Fotenzen als Vielfachsummen der Llementarmatilizen
pden, Lultiplizlert men 2,8, die flatrix L wit sieh
jhilt man unter Beriicksichtigung der Gleichungen (7§

&tz= (ZAI'&:?;):-'- Z /t,:;‘ﬁa; '

llgemein fir die p-~te Potenz der latrix
P 'l
& = &F' E &g“ == Z /{.‘ 'ﬂﬂ‘i

B gleicher Welise kinnen alle ganzen, sowie aueh slle

rrj
=
b
cr
e
F
E
o
8 |

95

then rationa-—
dargestellt

selbst,

Jy (F1) wund

(76)

gebrochenen
y der Watmx (X als Vielfachsummen der n Llemen—-
<} 4} ﬂ[,‘, 0[,;.1 g e N glgn dargestellt werdens

und zwar

fliir eine beliebige rationale Punktion f(x) die ldentitits

f(0)= 3 f(A) Ol

AL N

Be Sicenwerte der Nabtrix P() sind also mit den
jinktionswerten 1“41.; identisch,
" Der Bewels fiir diesen sSatz Lo
jer: JL:JLI} nome) unnittelbar aus Gleichung (76).

-

f =gl o 10 = [g(O)] " = g™(0)
I‘f‘uj 1t der Ausdruck
‘E f()t,,) 'mﬁ.

; - 5 %
A o aTad T
ie hah'—mi—.i.:_—'n.\.l.-.‘_

- Sy g O = Z 0 = -

S ch £( Q).
znl-ﬁ“ifﬂ genrochane rationale Funktionern kdnnen

wotient zweler zanzer retionaler Funktiionen dargeste

4 Pii%—-

J"L:'-‘-J'

_,f@ = h{() -g“{m =

gebrochene rationale Fupkbicnen d“f dem Zéahler

T E00-0)-g(0) = Z Sl < Z gl

Zf“) ﬁ'{, ist also die zu h{ﬁ: reziproke latrix

(77)

[J.-\. I:I'.l..- .*\.] &8

lgt Llr gunze rationale Funktio-

=

-

=Zh(ﬂli)‘&n; z g () H; = Z hf*‘” ﬂ,; =Z f(zli.)'ﬁn;
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anmerkung: hin Sonderfall liegt vor, wenn dex Nennerausdruck
a{x) fur einen der n Uigenwerte der Hatrix M, z.B. flir /Ll

verschwinde®: g(A)=0

In diesem Fall wird in dem ﬂuzi.ldruck

E;J‘(ﬂl) b 2:1§Z1?[6{°‘
der Anteil der betreffenden BElementarmetrix -—‘f—;l' Moy
unendlich grocs, wihrend die librigen Elementaﬁ*sn.aurizen nur
in endlicher Grosse vorkommen und daher gageniiber dem Anteil
von  Ols: verschwinden, Die der reziproken labrix proporblo-
nale "adjungierte watrlix" ¥) ist in diesem Fall der betreffen—
den Llementarmatriz (lgy proporticnal.

Falls g(x) fiir zwei Ligenwerte, z.B. fiir /L| und ,-12

verschwindet, so enthélt der auedruck

- + A—-— . * (TR N
g {m) = 20 (o, E{Ay) mu;
unendlieh gzrosse anteile der belden ilementarmatrizen (Mo
und (log , wnd zwar in sinem unbestimmben Verhiéltnis.

4]

e
il 2 1

| Gekanntlich ist in jeder Mebrix die Summe der Disgonalel
o R 2 : : -
%e zleich der Summe ihrer wipgenwerte ):
2w =2 A
L=dl,cym w44 n P
g latrix at nach Glelchung is Llgenwerte i
Die liat P vat h Gleich (76) die Lig te A
i{isl, 2, «s+y D). Die Summe der piasgonalelemente der Labrix

fet salso
}: a“(P) = ZA;P ] (?3)

Ty L2,

| fir eine beliebige rationale Funktion f£(x) isb die Diagonalsumme
L der Jatrix £(0) nsch Gleichung (?7) gleich

D

PN o

R ———— Pt e - o

i s 5
¥ Vgl. 2.8, Bocher - geck, l. c., 3eite 83.

*%) ya21, Gleichung (7 ), Seite 15.




Uie Zlementarmatrizen als Polynome der liatrix ﬂ "

Jvmpekenrt kann guch jede Elementarmatrix der Matrix O
5 ein Folynom der Matrix dargestellt werden. Berechnet man

i, das Frodukt

{ﬂ*i:é)'(ﬂ-ia é) s (OL-As é)

fiber sambtliche (ﬂ'[.-,l;é' ) mit Ausnahme von i = 1, so erhilt man,
man die einzelnen Yaktoren durch Elementmrmatrizen dar—
tellt, also die ustrizen (M und é durch dis jAusdriicke

0{=zrl|'.mﬂ ) é=£.'-ﬂh;

ersetzt:

(Z0iA) %o; ) (Z (hid) Ui ) - (E (hi-An) ;) =

L fym i b=dy—eh
aary

= Z {fii'—fll).{fti-l{l)'-- - (,I; "-"ﬂ)'ﬁ#.,'
: CRE P |
ip dieser Summe enthalten samtliche Glieder mit iusnahme von

1 = 1 den Faktor ( A; -A; ) = 03 das einzipge niecht verschwin-
Mende Glied ist

(A=A ) (e -25) o (A =An ) - Ko,

Pividiert man noeh durch dieze Faktoren ( J,, - ,.l,- )
Mi=2, 3, . . . , n), 0 erhiélt man die Elementarmatrix &g‘ als
gunzerationsle Funktion ven ( . Allgemein gilt fir die Llementar-

fpatrix Gf,g; :
&#@ = ﬂf—" *i) (& A é) 3 (?99
ﬂ;ﬂt&} (/I'- _“{*)

wobel die beiden Produkte Uber sémtliche k = 1, 2, . . . , 0 mit
dusnahme von k = i zu pehmen sind,
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8 I'raktische Anwendungen.

&8 soll nun gezeigt werden, wie man in vielen Fédllen durch
ttlung einzelner lilementarmatrizen in verhaltnisméssig beque-
er und einfacher Weice Lizenwerte und Ligenldsungen einer

jestinnen kann,

Matrix

Es wird such hier zunéchst vorausgesetzt, dass simtliche

i Ligenwerte der uatrix OU voneinander verschieden sind,

1. Beotimmung der erstern Elementaruatrix

A

Die Zlementarmstrix CE dies dem gréasten Linnﬂ“ey;,l
G 1

@nicpricht,; findet man durch Potenzieren (wiederholtes Guadrieren)

r satrix A . liir die p-te Potenz der latrix H gilt
P P p P
‘% =A‘| 'ﬁgi-'-/lz‘ﬁgz"*'--.."a’l"'agn.

wachsendem p wird in diesem Ausdruck derp finteil der Hle-

ﬂ.pi immer starker gezeniber allen Lbrizen blementape
2n hervortreten,

F)
Dividiert man die ilatrix [’Z durch ihre Llagonalsumne Ea ‘
=AE am

50 erhalt man unter Beril icksichtigung won Jlei—
(Fé und (78&) den susdruck

4_ _&F &:F Y f"LlP'mﬂ-f*AzP'f;‘tn:,"'---- +r’iﬂp'&ﬂn
I5) =

SRl W

zle*P Ay F +”A:

( .)F Mgty *(%’ﬁ)ﬁmﬂﬂ_ (30)
(*—=) cees ()

Lia ,iJ Voraussetzungsgemess dem setrage nach grisaser ist sle

ibrigen Lipgenwerte, werden bei genugend hohem p die Anteile
1 F el = - o] 4 & .
und (#) Zur % = 2y %y wse b Dle suf beliebip
i
Hestunteile verschwindens

A
{M P = &a{

P ol Zanilp}

In dem Zehlenbelsplel, das im vorigen abschnitt (Geite 73 )
jetrachtet wuarde, findet man bei anwendung der Gleichung (£0)

ﬂtt 4 €00 150 20 Ue 299  O,449 0,060
Ty 33* 150  1¥g" 32 = u,{ﬂﬂ U,385 (,0%6

20 2.5 0,060 0,056 0,01k




33

itsprechend findet man fiir P o= 4

At 0,61214  C,48261 0,05741
= w 0,48261  0,58232 O,04484
it 0,05741  0,04484 0,00554

bd fir p = 8:

a’ 0,612545 ©,483791 0,057260
S s ® - 0,483791 (,382102 0,045224 "
il

0,057260 U,045224 0,005355
| Fell p = 8 stimmen die Elemente der gefundenen iiatrix berelts

lber etwa 5 Dezimalstellen mit denen der gmensuen Llementarmatrix
W, iberein. '
durch geniigend hohes Poterzieren kann man alsc die Llementar-
jatrix étu ait jeder gewiinschten Genauigkeit berechnen,

Den Eigenwert A4 findet man dann entweder aus der Diagonsl-
umae der uatrix A° .

g P
I{{ i Vz a;; (F) = VI{,‘F"'.*;F‘I'HH"' /{"F

der man benubzt das im vorigen Abschnitt beschriebene Verlahren,

inden man eine Spalte der errechneten Nabrix 6@F pochmals mit der
gtrix (X oder mit siner Potenz von (& mltipliziert,

2. Grenzen filir dile Brsuchbarkeit des Verfahrens.

Da das mehrmalige Juadrieren einer hlatrix,ebenso wie das wie-
erholte liultiplizieren eines Vektors mit einer hatrix,immerhin
einen ziemlich grossen Arbeitsaufwand erfordert, so empfiehlt es
igich im sllgemeinen, die in diecem und iu vorigen Abschnitt be-
Bchriebensn Verfahren nur dann zu bernutzen, wenn der gesuchte,
grozste Ligenwert der betreffenden Liatrix bedeutend grisser ist
Emindestens etwa doppelt so gross, ndglichst aber noch erheblich
grosser), als der sweitgrisste,
_ Andernfalls miisste man eine sehr hohe Potenz der llatrix be-
rechnen, &m in der potenzierten Mabrix :

tn)

P F_ P L An ;
a” = A, (01;{ HP) Poy + - +(F])
den Anveil der Llementarmatriz M, dis euf einen meniigend kleinen
Rezt zum Verschwinden zu brinzen,

Huni sind allerdings zubfichst die Eigenwertie A4 und .A; nicht

' bekannt. llan kann daher liber ihr Verhéltnis nichtUs Gensues aus-
segen., Es geniigt hierflir aber schon eine ziemlich grobe Schiatzung,
und diece kann ohne grosse Hechenarbeit leieht durchpetliihrt werden,



1C0

Der einfachste Weg ist wohl folgender: llan versucht aufs
Gerstewohl dle gegebene liatrix durch migllchat geringfiizige
srenderung der einzelnen Elemente in eine listrix vom Rang 1 umzu-
pandeln, it anderen Norten: Die liatrix t?f wird willkiirlich zer-
legt in eine Matrix mvnm Rang 1 und eine Hestmatrix @ s deren
simtliche Llemente moglichst klein sein sollen, jedenfalls aber
betrichtlich kleiner als die grissten Elemente der latrix L.
Gelingf eine solche Zerlepung, so kunn man sus dem Grissenver-—
hiltnis der wlemente der belden iatrizen M und # ohne weitere
fechnung gewisse Rilickschliisse auf das Verhéltnis der beiden gréss-
en Ligenwerte ziehen,
Zahlenbeispiele,

i a0 O
1) Die datrix éz w R0 s L kenn z.B, in folgende Teile
o 1
erlegt werden:
10 8 1 8] 2 -1,
M = 8. 640,8) , B2 -1,5 1,2
1l 0.8 0,1 -1 1ed 0,9

Die Elemente der latrix /o@ sind, wverglichen mit denen der
atrix m y, Sehr klein., Tatsdehlich sind in diesem Fall dis beiden
rizgzten Higenwerte der Matrix M sehr verschisden Iroas:

A = 17,898 , Age-3,38 , [A4)ildel = 5,29 12
el solchem Grissenunterschied wird man bereits durch wenige
gadraturen die Elementarmabrix !g'rd‘ mlt ausreichender Genauigkeit be
rechnen kUnnen,

$an s &
2) Die ¥atrix ﬁ[ = . el 3 kann zerlegt werden in
wevs. 10
12,5 100 745 35> "D =215
w7 = [ 1o B 6 und = (-5 5 =3
?|5 B 4:5 "'515 3 5‘15‘

[lemente der Watrix A sind hier im Verhéltnis etwes grésser
im ersten Beisplel, lmmerhin aber noch bedeutend kleiner alsz
e zrissten Llemente der Mabtrix we .

In diesem Fall sind die beiden srissten Elgenwerte

/{A’“ 22 /{1’11! also )th!/'l:,! =20 1 .

duch hier kann man durch mehrmaliges quadrieren der llatrix ﬂf die
Llementarmatrix ﬁ?& berechnen; infolge der geringeren Verschieden—

e

(i}
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jit der Digenwerte /{..f und Az ist aber hierfiir eine grissere
jebenaroeit erforderlich als im Belspiel 1,
L TR O “ _ _
) Die Habrix ﬁ][ = L i o lisst sich nlceht in der
-4 & 8
Wwincchten Weise zerlegen. WBzlich wére hdchs
pEUDS 10 4 - =1
2

3 —:D ’ “% = o
e

146 =7 -

tens etwa die Zer-

= =d

hat

S i
1l
I

&
Bbei jedock die Xlemente in belden atrizen M und ﬁ angefahr
der gleichen Grossenordnung sind. Ta -

tadchlich sind in diegen
einander verschieden:

Bill die beiden grissten ZDigenwerte Kaum von

A,

n Pobenzieren der hsbrix ﬁ wire als=o in diesem

i

16,59 Ay = 16,0,
fall villig

Necklon,

i+ noch andere Mittel, die es ermbglichen, pewisse Rilck-
Bohiliicce auf des Grissenverhéltnis der beiden grossten higsnwertes
§irer zegebenen Matrix zu ziehen, Jedoch scheint der hier snge-

Pebene Wog der beguemeste 2zu sein.

Bectlmuuns einer beliebigen iilemenbarmatrix,

A

In Bhnlicher Yeise, wie man mit Hilfe der Llementarmatrix ﬁm
flen grossten Ligenwert ,«l,, der Matrizx (¥ bverechnen kann, ist
s in vielen Fillen auch m8glich, einen beliebigen, in irgendeiner
legten Ligenwert A.H (z.B. den 5'-:{&1‘551‘6551:1311 aigenwert
Al oder den kleinsten Eigenwert An ) mit Hilfe desr entspre-
1den Llementarmatrix ﬁzﬂ. zu ermitteln.

Lan herechnet zu diesem Zweck eine kKatrix z = f(m’,‘l, die

i rationale Funkticon wvon 0[ und folglich (nach Gleichung ??‘,
ite 95 ) zus den gleishen Slementarmatrizen aﬂ zusanmenzesetzt

& = f (0 =/3,¢ &m +/31 g+ eves + fAn f?f.p_,,;

wwd zwer soll der zu der zesuchien Elensntarmabrix aﬂf gehirige
ert ﬁ,‘ betrachtlich srésser sein, als alle fibrigen Eigen=

'-'f,—"!":"'} iar Liatpix 5 i 3
AH’ }ZAI-I I:i = 1' 11..&""?#"‘4 ey n }
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Hat men eine geeignete latrix -2—’- gefunden, die diese Bedine
Mo erfillt, so kenn man durch Potenzieren dieser llatrix oder

ch wiederholtes Hultiplizieren eines Vekbtors mit der Labrix
gecuchte Llementarmatrix ﬂug bzw, die Ligenldsung g:{ bis
jeder gewlinschten Genauigkeit berechnen. Ls kbnnen genszu die

fleichen Verfahren benubtzt werden, die in den abschnitben YL, 1

boeite 73 ) und VII, B, 1 (Seite 98 J fiir die Berechnung der
flzgenl Ssung gq und der Zlementarnatrix Hgs beschrieben wurde,
fat man die Eigenldsung g x mit der gewlnschben Genauipgkeit

echnet, s0o findest nan "llc durch Multiplikation mit der Labtrix

L N

ﬁ'g.ﬂ: = Ax '6# '
b 180 es allerdings schwierig oder nur mit grossem Arbeitssuf-
jend =Oglich, eine katrix :Z: = f (ﬁ[j zu finden, die sich zur Pew
pechnung der gesuchten Llemensarmabrix ﬁaﬂ elgnet. Hinige Rille,

B denen man mit geringesr liihe eine fiir diesen 7weck brauchbare
Batrix & errechnen kann, werden im folgenden betrschtet.

Wenn der grosshe Elgenwert /l,, der Matrix ﬁ' and die ent-
fiprechende Zlementarmatrix ﬁ“ bereits bekannt sind, so kann mar
BN einfacher Welse elne liatrix .K = f (ﬂ} angeben, die sich zur
Berechnung des 2welbtgrissten Digenwertes Ay und der enteprechen-
den Llemenbarmatrix &ﬂta gnet,

Subtrahiert man néalich von der Matrix 0{ den in ihr ent-
boivenen Anteil der Llementarmatrix aa‘ « S0 8ind in der Ubrig-
fbleibenden Liatrix

& « K = A Oy = Ag Qg+ Ay Rioy+ oonv + A A, (81)
alle Ripenwerte ausser /!; unverdndert geblieben, und zwar ist -"{I.
punmehr der grisste Elgenwert, Durch FPotenzieren dieser Labpix

: .‘;f = (,?Z -A",af ﬁw kann masn glse die Elementarmaebrix ﬁp; und den
Ligenwert Az bestimmen,

lien kson dieses Verfahren beliebig fortsetzen und .8, aus

der Katrix

ﬁ ‘/Ir ﬁw “Jz ﬂ#z ry /}3 &93 gl X 2 *A'nf?fan

guch den dritigrissten Kigenwert /i;; und dile entsprechends Elemen-
tarmatrix &;, berechnen, und so fort,
: 103



Bei diesem Verfahren wird die Bildung sehr kleiner Differen-
f2us sehr grossen Zahlen, die bei dem frilher beschriebemen Ver—
Ben (verzl. Seite TF6...82 ) einer Berechnung der Sigenwerte Az 5
§ 5 +..»s 1m Weg stand, vollstéindig vermieden. Ulie Hechnung
Bcht @lso hier nicht mit iibertriebener Genaulgkeit durchpefiihrt
Eerden. Ot wird bereits die Genasuigkelt eines Rechenschiebers
Beichen, um samtliche Fizenwerte elner latrix hinlénglich genau

tberechnen.
Trotzden ist gerade zur Perechnung sdmbtlicher Ligenwerte der

: heschrie?aue §eg im allgemeinen nicht zu empfehlen, weil das
derholte uadrieren der llatrizern einen betrédchtlichen Arbeite-

}gﬁnﬁ erfordert, wihrend andere Verfahren (vergl. Abschnitt I

¥, ferner Abschnitt X, Beite 4157 ) oft mit wesentlich pgerin-
per Hechenarhbeit zum Ziel fiihren.

Dagegen gibt es zahlreiche ildglichkeiten, das hier geschil-
¢ Yerfahren in etwas abgeénderter Forn zur derechr
P klementarmatrizen und der zugehirigen Eicenwerte zu benutzen,

201l im folgenden pezeipgt werden.

Herechnung des gweltgrassten higenwertes ,A' und der

o

Elementarmetrix ﬂ“_.f

L
Fine Matrix .3: [ 0[,, in der die Elementarmatrix éﬁgl
e crissten pipenwert besitet, kenn men melstens sehr lelehv De-

o e B TR w

=

' SLEP L .
& =N - 0- 0 (p>q = 1)

;erﬁchxinae: der intell der Llementarmuatrix ﬁahf. :

ghlt men die Exponenten g unéd P geniigend gress, so ksnn man

fiinen, In jeden ausdruck vom Form

ftets erreichen, dsa:s in dieser llabtrix
36: i Z (/{f-q‘ A.q = /lip) 'a,ﬁ
« TRLH ) O

Br zu ﬁ&ﬂt gehoripe Ji zenwert
A= Ay A

sen Lipenwerte dieser lLatrix K

'_;'I".I




lleistens genlgt fiir die Berechnuns von fﬁ}lbcraits ile Matrix
L
&n /:l,-;'m'— -'% ’
Uebrizens ist es hierfir such nichb notwendlig, den genauen Cisen-

wert .ld zu kennen; es genlighb oft ein ziemlich grober Niherungs-
) . & . o
wert Aﬂ y wie das Tolgende Zahlenbelspiel zeigt,

iDie HMatrix
1 4
Z =A A - R
enthélt denn zwar such roch einen kleinen Anteil der Llementar—
natrix th¢ » der Jedoch beim Pobenzieren der labrix <F ebenso
iverzchwindet, wie die Anteile der Elementurmabrizen 5Ep3, Vnis g
R
Beispiel.
10 ;B C 200 150 20

L 1T R At - (150 129, 12
G e % 127 5

” i . ’ o
Berelts sus der Diagonalsumme von A* findet men einen Néherun
fwert fir 'iq y dessen Genauipgkelt flir die Berechnunz der Hlemer
natrix (f, ausreichti

) 4 SN
A=V 200 + 129 + § =V 334 =418,28
oder abgerundetb
)
A, = 18,

(Man kdnnte tbrigens flir die Berechnung ven e, auch einen
wesentlich ungenauerer Wert A} benutzen; man berzeust sich
| leicht, dasc man 2,3, mit A] = 17 oder Al = 19 ungefdhr
ebenso rasch zum genauen Lrgebnis gslangt, wie mit Al = 18),

! " ) g
Xit diesem Wert A, = 18 findet man

& =48 W - A= | 30 =33 24
-2 24 13

Die beiden ersben Spalten dieser latrix sind bereits in groberp
snngherung perallel, die Richbung der dritten Spulle weicht jedogh
betrachtlich &b, Hen wird deshalb am besten zuerst die vatrix

ins madpat erheben, um eine bessere Proportionslitét aller Spalten
zu erreichens:

y 1900 -2250 860
& = |=22%0 2997 -l224
860 1224 1145
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gnr wird ein beliebip wahlbarer Vektor, z.D. ein Einheitsvekbor,
it mit -.’; multipliziert, bis die gewlnschte Genauigkelit er-
gicht ist, Zuvor kann man noch, um unndlig hohe Stellenzehlen

il vermeiden, die Liatrilx .t:z durch einen konstanten Faktor divi-
Heren, Z.B.t

o Oy 5. 0,86
i wl«2.05 407 1,25
/000 Ol86 1,224 1,145

jan findet dann

1 1,7 3,69 45,390 257,611
2 =lc) , 4, =[-2,25]) , ‘(}',, = -11,53 -&C,742) , 4, ={-318,015
}’ o ? 0,86 5,20 ?3 27,650 } 145,043
ple VekUoren g,_,‘ und 3,,, sind einander, und, wie hieraus gefolgert
gerien kann, auch der gesuchben LigenlOsung ga bereits recht genau
froportional,

Fir A;_ findet man, indem man 9-;, mit der Matrix 4 multi-

Bliziert, fulgende Werte:
& 1 s |

(1 0 0 237 611 ~B0& , 040 -3, 38385
{?{ 3 1"‘ 5 2] .(-318,015) = | 1076,121 ] , ,\z= -3,38387
f AR LR 145,045 490,987 -%, 38511

burch mehrfech wiederholtes uadrieren der Latrix ..Z-’
) 2 1 & ¢ vy ¥

JZ-—.Z : .Z’.Z =z ; .6"-,3—/ =J
fkenn man auch die Zlemenbarmabtrix ¢, mit jeder gewinschien Genaulg-
. ; - : T . L ]
%eit berechnen., Im vorliegenden Beispiel ergibt die latrix 4
feine Genasulgkelt tber etwa 4 Dezimalgtellen.
veistens kann aber auf die Berechnung der Dlemenfarmatrix
beelbst verzichtet werdeny es genlight im allgemeinen, die Ligenwerte

und Ligenlisunzen zu bestiumen.

6. Syctematische Berechnunz der Zlgenwerte und Fizenldsunpen.

¥11l man die ersaten m Lissnwerte ,{4 . ,].L . 510 2dy [MENR
der Reihe nach berechnen, so elgnet sich hierfiir oft der folgende

NEfs

Zur Ermittlung der ersten Ligenltsung a'# wird zunschst die
gatrix M¥, und, falls es ndtig sein sollte, zuch noeh sine hiéhere
Potenz der Watriz # berechnet. Durch mehrmsliges Multipliszieren
eines Vekbors mit der hatrix H* baw, &° findet man mit beliebi-
zer Genaulpkelt die HigenlOsung 4, und den sigenwery /!‘,, . Pur die

)
weitere Rechnung genlizt ein Réherungswert A .
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Zur Bromittlung der Ligenlisung g,, dient, wie aul Seite 10Lff
.hescrr‘leben, die labrix

LA o-ot

oder cllgemein, falls die Potenzen ﬁf? und ﬁf” bekannt sind
g 51 ,p3q+1),

SN - ar

Dle ELigenwerte dieser letrix sind

,—l.J)P-q/{ q 1 F
¥ re ek J
dan Sonderfall ?: 1, p = < also .
}

./31' = ’14 ';l;
Wenn [ir die Berechnunyg der latrix &": ein hinreichend pe-
fneuer Haherungswert /:L,.j und nbtigenfalls ein Lxponent p>2
Benutzt wird, 2o kann man fast immer erreichen, dass die Gréssen-
folge dieser ligenwerte /d; alch von der Grissenfolpe der entspre-
thenden fl,'_ nur dadurch unterscheidet, dass der Wert

B o= AA -1°

4 Ay 1
gem Detrage nach kleiner lot als sémbliche iibrigen Higenwerte ;4: ;
gs sei also

Bl >8] > ..ol > A

it dieser latrix

e ol By fon o+ i

Fann man aun genan 20 vorgehsen, wie wvorher mit der Matrix (?[ :
: e . 2 _—

len herechnet die latrix z (nttigenfulls auch J* ) und kann

gann mit Jeder gewinschten Genauigkeit die Ligenldsung /é; und

blerans die fizenwerte

(ﬁ~a,_) P 4 und ﬂl“(‘g'gi‘:)‘ gg_.

b g = J_-._:’lJ...

ir ZJerechnung von -zg dient dann die latrix

- FyPT q P
‘{' (/31) : -3: "-Z ;
wobel men melstens wieder g= 1, p = 2 setzen und fir ﬂz ainen

Heherungawert benutzen kson,

Burch fortzesetzte Anwendung diezes Verfshrens ist es im =sllge-
meinen moglich, der Reihe nach samtliche Tigenwerte und Eizenlisune
Fan der Mabtrix (}[ ¢ und wenn es gewinscht wird, such die entspre-
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bendsn Hlementarmatrizen mit beliebiper Genauigkeit zu berechnen.

gahlenbeispiel:
10 = 0 o 125 T2 1C o
ﬁ[ i - - S -l 2 2 18 2
= 0 2 e 3 g 10 16 14 =
o 8 : 4 : 3 ¢ 2 4 2

t der Kabrixz ﬁi kann man die Eigenlisung g“' und hHieraus den
genwert .‘L, rasch und bequem und mit beliebiger Gensuipkeil
rechnen; man Findet /L, a 15,202, ;
Fir die weiteren Rechnungen mbge der angeniherte Wert .-*L, =13

grunde gelegt werden, es sel also
o RN ¥ 1 SR 6.

G =150 - 0 wild ST AE e
-10 10 25 9
C -2 [
225 =260 =400 =70
z/L 260 325 oz s
7 =400 1y 906 304 4
- 70 46 304 206

Der griésste Eigenwert der labtrix (“: betrégh angendhert
B, = 37,
Zur Berechnung von gg und ,43 dient die labtrix
2 =40 ~11G 50 70
g -110 82 72 =120
L= 378 3" - 30 72 19 29
% SRR 2T 26 201

19500 =15180 9320 25340

4— & -15180 23408 =14052  -A43748
i 9220 14052 7286 17120
25380 =-43748 17120 60542

Behon in der latrix £ , besonders aber in [ ist ein deutliches
Hemvortreten der Xlementarmatrix ﬁfﬂj zu erkennen.

In vielen Fillen 1st es mbglich, durch fortgesetzie Anwendung
dieses Verfahrens beliebig viele (im Grenzfall simtliche) Higen-
yerte und Eigenldsungen der latrix X der Reihe nach zu berechnen,
Oft stellen sich jedoch bel der Berechnung der kleineren hEigen-
werte pewiscse Schwierigkelten ein, besonders dann, wenn zZwel Higen-—
werte der Matrix , Z.B. A, und /lﬁ,,; voneinander nur wenig
verschi@den -aind, Hierdurch wird zwar die Berechnung der K -1
grosscten Eigeawerte /L, 3 wraay A.N_Jf und der entsprechenden Elgeds
ldsungen é'f g ssep gx.....f nicht beeinflusst, Mir die berefhnung von
Ay und 4x ist jedoch aug den asuf Seite 99 besprocheren Griinden

gieses Verfahren meictens ungeelgnet. 108
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Auch dann, wenn simtliche Hipenwerte der latrix K G-
gréchtlich voneinander verschieden sind (z.8, je zweli aufeinander

' olgende Werte mindestens im Verh&ltnis 2 : 1), kbnnen sich hei
der Herechnung der kleineren iigenwerte Schuierigkeiten einstellen,
deren Ursachen noch betrachtet werden sollen,

geringer
7. Lésune der Aufgabe beiVerschiedenheit der Eisenwerte l.- "

Will man die Bigenwerte A; , A3 , ..., mit Hilfe der Hatrizer
EAR-4* , LpE-2F,

berechnen, 80 genlgt es hierfir nicht, wenn Jje zwel sufeinander

folgende Ligenwerte der Matrix (X etwa im Verh&ltnis 2 : 1 von-

::nir.-ancier verschieden sind. Je grosser die Anzahl der Digenwerte A

ist, die in der beschriebenen Weise der Reihe nach berechnet werden

sollen, umse grisser muss der Juotient Jje zweler Higenwerte Ai

uné A sein, und zwer aus folpendem Crund.

Wenn, wie ec bel praktischen Anwendungen fast immer zutreffen
ird, sémtliche Eigenwerle der gegebenen Matrix Wik pesitiv sind,
und wepn ferner

A Ay <ok o

g0 wird zwar in der Mabtrix & = ,{ (- ﬁ. die Grossenfolge der Ligen-
werte [, = {,l A YAy fliri =2, 3, ...y a genau dis gleiche
gein, wie dle der sntsprechenden Eigenwerte der Latbtrix s, A
Aol > At Dl il .0

Ba > fa>. o0 >fa>0 (82)
fgenn iy 1 5 2 iet dann

)‘4’ >Athie 2 A > A >0

A; -ﬁiﬂ' =(i:-l;)'-‘|; ‘(fhl"r’lm)'};u =“:"—*‘; “’lim){ji"{‘ﬂ) >0 (83)

Aber dis werte [3; sind voneinander weniger verschieden als die
Werte )L :

fgi' = (A‘]—li')'/li' = A" . ( 4 /l.,.m‘ ) AL
!“]l’ﬂ (idl_/l{q)'fihﬂl' 3 Aiﬂ ’J' i P -"‘-t
Ist dagegen A, +A, § A, , 80 ist die Ungleichung (&3) nicht er—
i fillt; denn es i3t

~fy = (A = A=A (A= 4y)

1g =
also ﬁa 3 ;’52. 4 109

1 |
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L
denn mehr als zwel Higenwerte der Matrix (L der Reihe nach be-
pechnet werden sollen, so kann es vorkomren, dass die entesprechen—
en Uicenwerte in den iatrizen

FEAH-Q* | LB E-E ...

immer enger cneinander ricken, bis schliesslich iun einer dieser
fetrizen die belden jewells gréssten Ligenwerte einander fast ode
genau gleich sind oder soger in vertauschbter Gréssenfolge

erschel=

Zghlenbeiepiel.

Die suf Seite 18  tetrachbtete Latrix

'1D 8 =7
0@ 4 -5 =6
4 =
-1
hat die Lipgenwerte

Aie 6 oAb Xiw2 o As2

; } : :
jle latrix z - ,l" Ul = ﬂ[z besitzt in diesem Pall, wenn man fir /L}

den genauen Wert /11" 10 einsetzt, die Ligenwerte /3‘ (‘I‘ﬂ-ﬁl;}-*;
} ‘also

Ai=0 , fh=24 , Py=16 A, =9

lie Werte ﬁ1 . ﬁ5 ﬁ# 5ind bereils enger aneinander gerfickt,
g0 dass zu Ihrer Trennung eine erhfhbe Rechenarbelt erforderlich
! o : i
Pagegen wére in einem sclchen Fall die Matrix [ ﬁl -& .5

gur Serechnung des drittgrdssten Eigenwertes A, und der entspre-
thenden Eigenldsung ég genzlich unbrsuchbar; denn die Matrix

= Wd-4* vesitzb die bigenwerte 4 = (24 - /3; }-/];

g also
i=0 »  f1e0 fa= 128 , N = 135,

Die Werte 35 und ¥y sind also ksum voneinander verschiedeni

usserdenm ist Yo > ¥Ya . lian wirde daher selbst durch sehr hohe

Fotenzieren dieser latrix & nicht den gesuchten, drittzrisasten

Ficenwert J¥3 finden, sondsrn den néachstkleineren Eigenvert Aq

lan kann sich in solchen Fdllen melsvens dadurch helfen, dass

men die Matrix - LHAIO ibhre Bpslten noch nicht in geniigenden
355 parallesl sind, nochmals ina Quadrat erbebt und fir die wei-
are Rechnung die lMatrix

z 3 /ff'ﬂz

| 110
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-l

In dem soeben angefiihrten Beispiel kann man mit Hilfe der lia-
ﬁt” und L’Jp’i und des Sigenwertes /14 = 10 die la

1 a
£ =100 0" - A
B - = " l
jechnen; deren Ligenwerte zind /3,- = (100- zi;,
/‘ = 0 , !41" 1544 .."31‘ 584 , I,lgi,= 99.
| Babrix f: ljb}ﬂ-z Zz besitzt die noch reichlich voneinander

pechiedsnen bigenwerte

o= 0 o= O 5 fy= 308640, 4 = 123255,

notigenfslls kann men durch mehrmnalipges (uadrieren elner
rix, deren Lipenwerte in beliebigenm llass auceinander ziehen,
Bn z.B. olle Uizenwerte der Matrix ﬁt?nlnrieﬁtens im Verh&lt-
s 4 ; 1 voneinander verschieden zind, =0 konnen diese Eigen—

te simtlich mit Hilfe der WMatrizen

=X
Lilidar &
e e &

evechnet werden, ohne dsss sich dabel die G Grbcsenfolge der noch
srbekennten sigenwerte dndert:

e R S

s >

B> By 2002 fn >0
?3}3’.‘1}--“:’3'" >0

_ehnliche Bedingungen gelten fiur den Fall, 4ass einipge

werte der gegebenen latrix {}Z' positiv, die Ubrigen neg abiv sir

{T
- [

L

8

Ly

8, Besseitigung der kestanteile der pereits belkannten »lenentar=
matrizen aus einer iatrix ¥ ()

Jenn die llementarmatrix ﬁ?gag mit Hilfe der labrisx zn Lrﬂ—ﬂ”
berechnet werden soll, so kann man, wic berelts gezelgt wurde, fUz
).’ oft einen smlemlich groben Niherungswert benutzen, ohne dass
hierdurch die Berechnung von A; erschwert wird., Oft ist es ﬂaw'i'”
sehr vorteilhaft, fir ,L einen miglichst abzerundeten Vert einzu=
| cetzen, da dureh die Verwendung runder Zahlen die praktis sche Bﬂm‘.’ﬁh—
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rechnoung vereinfacht wird,

Durch die benubzung eines ungenauen Wertes /L;J xann jedoch bei
der Berechnuug der kleilneren Eigenwerte Ay , Ay , ... eine neue
Schwierigkeit suftreten: Palls der in A; enthaltene Fehler JA' -,/
dem 3etrage nach ungefihr gleich oder grisser ist sls ein anderer
Iigenwert /lm y der ebenfalls noch berechnet werden soll, so

¢t in der Halrix < der Ligenwert By = (A=A ) A ungerihe
gleich gross bzw., grisser als der wWert ﬂ... = ( i;’ - Am }'An , denn
es ist, da An & Ay ;

/l.: "Am e ‘)trjl ﬁs’{-‘l }

Aifim = (A1) An

denn aber /3,, = ﬂm ist, so werden in der Regel auch in den
. ra - " o »
mit Hilfe der iatrix < errechneten liatrizen <« o e A -?:",
} 2 .
af = ¥ < - —éﬁ «++ . dle entsprechenden Eigenwerte kaum von

- einandep vermhieden celn:
hﬂym ) d‘-;"‘”"‘rm:““

Allgemein sei -’l}n f o diejenige llatrix, die, nach vorauspe-
gengeper Bestimmung der (m=1) ersten Ligenwerte und der entspre—

also

chenden Eigenlésungen, zur Perechnung der RBlementarmabrix ﬁt,m
bzw. der Ligenlisung m und des Ligenwertes /]',.1 dienen soll,
Joter den Eigenwerten dieser latrix 'Da

C{: =f(fii} i S B SO

sal glso JJ\,’ > oder ¥ J } wihrend alle lbrigen Werte J:
dem Betrage nach u-s:uantlluh Kleiner sein mdgen als Opm

Be besteht die Aufpabe, aus der labtrix ’bd' Edﬁ&m dan
@tr;a :
anteil der Elementar ¢, 21 entfernan, um auf diese Weise sine
»
neue latrix 4ﬂ Z.J Mo, zu ermitteln, in der der lert dy

bedeutend grosser ist als jeder der iibrigen lWerte ov,;r "
lan findet eilne solche Labtrix in folzender Weise:

ié darf vorcusgesebzt werden, dese die LigenlGsung E;’f" y die
ja zur Ermittlung wvon z;l benutat wurde, mindestens angenihert
bekannt ist., Zekannt ist ferner eine Pobtenz der Watrix A
{minrleztena &‘z‘ allgemein ﬁ? )y die einen weitaus hervorragen-
den Antell der E 1ementarm=.tri“ &g, enthelt,
Die Ligenwer te 114 und o':, s mit denen die 1uleme:1t;armatrig in den
Watrizen ﬁ'- und 19' enthalten ist, findet man, indem man den

1lz




Vektor g.f nit jeder dieser Matrizen multipliziert. (Es genfligt
‘auch, nur eine bestimmbe Komponente dieser beiden Vektoren
ﬁ?-éf = ai,r?*g.; wnd 1};4 = 0254 zu berechnen,) In der

Clatrix . ;f 9
yerschwindet dann der Anteil der blementarmatrix &’ﬂ.f i

4ahleabeispiel,

In dem auf Seite 06 durchgerechneten Zahlenbeispiel
wurde zur Bestimmung der Matrix -3-’ @ ,Lj.ﬂ- {ﬂ:" anstelle des ge-

- - Ty J

neuen Vertes ,{‘ = 15,202 der grobe Neherungswert A,,

a 15 ein-
(gesetzt, Da der kleinste Eigeawert der Matrix X rund /l,‘, =

g1

o
Wl

Ao~dils s

Lz 15T daher zu erwarten, dass in der WMatrix 3{ y und ebenso
in den hiersus crrechneten latrizen qﬁ" =;@1'.5 - .3:"' und J’:ot&'f-fl
die Ligenwerte der Llementarmatrix t?ﬂe:-f groscer oder mindestens
won gleicher Grissenordnung sind wie die Elgenwerte der Elementor—
matrix ﬁ?{g* « Die Matrix 'aﬂ wird daher nicht ohne weiteres zur
ferechnung von oy Denutzt vwerden kinnen,

Rachdem die [latrizen (’ und .C"z bereita berechnet sind
(eite 406 ), kann man die ILigenlisung g.‘! mit der gewlinzch-
ten Genwulgkelt berechnen und findet aus

e J ¥ !
e 'ga = fs ‘53
g.B. den Yert y,‘ = 552,
Ziar Berachnung von I?f.f;,, gq and /l;,. 80ll nun die Nabrix

=3280 -21340 +580 -2 100 <
834 ot | 2130 11182 g2 43508
+ B4 - Qa52 - 998 =02
- 2100 + 39083 =702 +5130
mit .
beaulzt werden., 3ie enthilt, wie man dursh Multiplikation Aor
L F <
gagenaherten ersten tlgenlosung, z.8.
P
1 16
et oh i3
B

erkennt, elnen sehr grossen inteil der Hlementarmatrisx &m

-

PDleser Antell kann in der angegebenen welse beseitipgh werden:

113
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)
80 berechnet z.B. die erste Komponente der heiden Velktorsn lﬂg¢

b éki}gf

-32780 25 125 25
! - 16 - 5y 2 " -
b\ 4s ) (5] - sz, [ ) [%5] - usms
- 2100 & O 0
lir findet also J‘
. 1159020 2
‘]_E Eﬂ-—ﬁg;;-' 2 - 266
4
" +470 =-1%90 +3300 2100

iy ; i ~1390 +3180 ~5596 +4440
¥, = = 3 . & 5 g LW,
/! 1F 56 O +3300 =5596  +2746  -5428
=-2100 + L ~f +6722
Aehnlich kSante man euch dunn vorgehen, wenn die Latrix
jehrere bereits bekannte oder annihernd bekaante flementarmatrizen
it unerwinscht grossen Anteilen enbhilt,

J+ Berechnung des kleinsten Liczenwertes mit Hilfe der
reziproken Natrix,

: P = : . ..
ble zu 0{ regiproke Latrix r.% besitzt pach Glsichung 1??;

le Zigenwerte If- It » 1 & ciny B2
3

= A A A A
ik + - % :
ﬂ' '_"/j"’%d‘ :E_(Id;, ceas ¥ xﬂﬂa,.
en kleinsten Higenwert in der Matrix A, entspricht also der
i = 4 : } = ; e 2
sste Elgenwert T der llatrix &’ + Wan kann dgher dis reziproke

n
riz zur Berechnung des kleinsten Eigenwertes benutzen.

oy

=
=t

Beispiel: Gesucht sei der kleinste Figemwert /.'u, and die
ptsprechende Eigenlisung gq der Matrix

10 5 o 1§
ét 4 Send=. % U
S R T |
2.0 1.3
fan berechnet die zu GK reziproke Matrixz (verschiedene Verfahren -

gur .rrechnung der reziproken latrix werden in einen Anhang zu
jlesem Abschnitt besprochen):

1 -4 DFE ~1 } -}
ﬁk L% -1 P -2 2

1 2 EIE gy

| e =2,5 3,5

jirch mehrmaliges Multiplizieren eines Vektors mit dieser latrix
(oder such mit einer Potenz dleser llatrix) findebt man gq :
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8] =1 -8,06 =55 ,B6
|0 2 17 125,6
o) J={-23), F=|-20 ]+ 3= -15i,3

1 3,5 23,5 174,85

jer Lipenvert Ay findet men aus dem Verhiéltnis zweier aufeinandsr
jolgenden Vektoren Fx und Frrn = ﬁ;fq- ;}x = ;ﬁ' ;l.n; y indem man
;tweder das Verhiéltnis der entsprechenden Komporenten oder bel
metrischen katrizen besser das Verhfiltnls der Vektorenlangen

f}xf }hrdf berechnett
_ 1345 ,2
YERN £ ’V T4586,7 £ e

Dieser Weg zur Berechnung des kleinsbten Eigenwertes ist aller-
@ings nur dann a2u ampfehlen, wenn von voru herein ein Srund zu der
dnnehme besteht, dass die beiden kleinsten Ligenwerte A neq und A
den Detrage nach betrdchtlich voneinander verschieden sind, benn

in Felle An-q ® Ap wére die Matrix ﬁ-{, zu deren
flmnerhin oft ein ziemlich grosser Arbeitssufwand notig ist, zur
kraittlung von Aa unbreuchbar,

-

Barecghnung

10, Bestimmunz desjenigen Eigenwertes, der einer gegsbenen
Zahl am néchobten liepgth,

RBei technischen Schwingungeproblemen kommi oft die folgende
fhufzabe vor,

Gegeben ist ein bestimmber Zsklenwert € . L5 soll Tesige-
betellt werden, ob die Hatrix U einen Higernwert besitzt, der
gich nur wenlig von diesem Gert ¢ unterscheidet, ob zlso 3.3,
leine gegebene Schwingungefrequenz mit einer Lissnfrequenz des
schwingenden Systeme in Hesonanz liegt,

Die Aufgabe kann in verschiesdener Yelse formuliert szeln:

a) Derjenige Ligenwert Aﬁ , der sich von ¢ um den ge-

ringeten Betrag A -c¢| uaterscheidet, ist zu berechnen,

b} Ausser dem, dem wert ¢ am ndchsten liegenden bigenwert
1

AH soll auch noch derjenize Lizenwert lh { h=Kz{) berechnet
werden, der den Wert ¢ von der anderen Seile her einschliessy

¢) B2 ist ein Wert d =u ermitteln, derart, dass in dem Bereidh
¢2d keln Ligenwert der Watrix i liegt,

Ee sel dabei vorausgesetazt, dass simtliche Eigenwerte der
Mabtrix ﬂl reell sind.

fur Ldsung der gestellten Aufgaben berechnet man zunichst die
i B
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trix (ﬂ - ¢'¢# ) und hisrzu die reziproke Matrix

&= (- g)™

e Ligcenwerte dieser Latrix ‘5 gind
1 :
/3:'. ‘ I_-T Il e N
L
[1ibel /3,; der dem Bebtrszge nach grosste dieser vWerte ist, so ist

Au = e (4)

Br cecuchve Digenwert der Matrix .‘ﬁ. der sich von dem zegebenen

ert ¢ nur um den kleinsten Differenszbetrsgz fﬁ; f unterscheidet.

Falls ¢ selbst ein Eigenwert der latrix A ist, so iet die

Jeterainante 'Jﬁ“gin O, In der zn (:ﬂf-cé} adjungierten Matrix
+} 8ind dann sémbtliche Spalten einander proportionszl.,

diesem fall eriibrigen sich zlle weiteren Berechnungsen.

Zur lésung der einzelnen unter a) bis e¢) formulierten Auf-

1 18t noch Tolgende® zu bemerken.

Zu a): Den ;rissten Ligenuwert /3,.( der latrix 5'/ findet man
Bh der bekanntsn eise, indemhan durch wiederholtes Liultiplizieren
ginez Vektors alt der vatrix .5'- cder elner roGenzs dieser [atrix

fis i igenléeung 'éx bestimmt. ius

g"é; ""J;GK él’
findet man den Werd /31-: und sus Gleichung (84) den Uert /{,-; 8

éjz'éx = /lﬂcéu

ficch zur Eonbtrolle dienen kann,

wobei die Gleichung

Zu b)i Nach Berechnung des Zc;iL'--:en-.x-'erl:e:—; /lﬁ E £ der won
gimtlichen Eigenverten /‘l.; dem Wert ¢ am nichaten liegt, kann
men such den dert )x,h be ui'ﬂ:len, der den Wert £ von der andern
Seite her einsanlienst,

Die latrix gfﬁ:ﬁg-é" -i besitzt die Eigenwerte

ﬁ:'ﬂx-ﬁi (iw s 25 dvis 1)

Da /3;; der grocste unter den Werten ﬂ; ist, haben die Werte a”:
von Yx= O abgesehen) das gleiche Vorzeichen wie rGg, «» ler
grisste Ligenwert der Matrix f ist dzher

=ﬂlﬂ "',/311 )

*) vergl., Beite
) vergl, Seite 96 116
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der grisste Zigenwert mit entgegeng regsetzten Vorzelchen

L¥ 4

Matrix & ist. Der entsprechende,gesuchbe Ligen wart der

=c+—-—— :

O i
A P - ¥h
stelle der Matrix ¢ = IR 6 & kann men manchmal zweck=

eine andere labrix benubtzen, z.B. :

éﬁ[—&/ oder (ﬂx-é’-—%i)

A

Zu ¢)t Das unter &) angegebens Yerfahren zur 3erechnung des
fEsten Iigenwertes der Vatrix .5:= {fﬂ‘c-g‘}-d setzt allerding

"r+ yoraus, dass die Spelten der llatrix J-/ wenigstens 1in

pter .nokherung einander proportionsl sind. (Vergl.Seite 99

B

dos nicht der Fall, so wére flr die Ecrech_nur-g.; der Eigenlosung

k und des Ligenwertes g baw. A, oft eine sehr umfangreiche

jehenarbeit notwendiz.
oft geniigt es jedoch, festzusgtellen, dess die latrix [_?{_
- T 1

[
wen Higenwert be-

L ez*'::.{,lt;- eines pesbimnmten Bereichs €I d

A ._.._"l

solcher Gereich lisst sich mit Hilfe der Hatrix
(ﬂ"ﬂ&) stebs angeben, fallas nicht ¢ selb

i gt ain Eigenwert
e =" _i_*'{'l

atrix X und folglich die llabrix F unendlich gross

us sind verschiedene Formeln bekannt, nach denen man den
H ? T
ten rigenwert elner atriz abschitzen kann )t
= VZ la* 85)
1‘)‘ eru (K 1 (
F
})t Hax (Z {a.u‘) max »\fé}
L‘I.L. L
(TR PR
(87
f‘/\;.’mm < ﬂ'|3m|mn . SR
enn man mit Hilfe siner derartigen Formel feststellt, dass
rpigste Ligenwery ﬂu und mithin cémtliche Ligenwerte der

T =

% dem Bebrage nach klelner 2ipd sls oin bestimmbter posi-
i dem De _ I

ort g Iﬂﬁl‘:g ,

-4
Bo sind slle ligenwerte der Habrix ,&f = ﬂ* c-é dem Getrage nach
faser als dex Wext da= _'.é. :

flusses der Aenderung
; ferner Zeitschr.f,

iehe m.i., Wittmeyer, Uniersuchuny 5 des L1
e JBETLK ... biSsert. T.0 . Darmstadt 195
ow . ath.u.lecn, 1936, Helt 3.

| 117
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845t also filr sémtliche Eigenwerte der Matrix E?t

[A;-el >d

|
fo entweder

Ag~¢ < -—-d : A; < ¢-d

A;-c > a 3 A; > c+d .

B, sémtliche Ligenwerte der llatrix ﬂf liegen =zusserhalh des
feiches cid.;. |

1l. Genauere Lerechnurns eines annidhernd bekannten Discnwertes,

Ein bigenwert der Habrix ﬁz sei anpgenghert, Jjedoch nicht

t der gewlinschten Gensuigkelit bekannt., Es sei die Aufgabe ge-
gallt einen gensueren Wert zu berechnen, lian kann szuch fir dieszen
jeck dos soeben beechriebene Verfahren benutzen, =

HH

/ : :
Uer bekannte Naherungswert sel /{ y der gesuchte bigenwert
i A;.. €3 seli ferner vorsusgesetzt, dass f'ln anter samtliche
: i
eenverten der llatrix E?L derjenige ist, der sich von /1 um

Bt ceringsten Differenzbetrag unberscheidets

g'Am -,l*} < /A.- -,L'} (i% m)

Zur Ermittlung des Elpenwerte= Am und der entsprechenden
fgenltsung #wm dlent die Matrix

& = (AN ¥

i ihr besitzt der Anteil der Hlementarmstirix ﬂpm den grossten

-

e

Birenvert : y
ﬂm /{m - AI

fird ein Vektor 9’* mehrmals mit der Watrix -3-/ maltipliziers,
&0 tritt die EZigenlisung ém immer stirker hervor und kaon mib
belicbiger Genauigkeit berechnel werden, Vorasussebzung hierlir
et aur, dass in dem gewdhllen Anfangsvektbtor g Z o é

' 1 der Eigenldsung gm picht gang verschwindet, Anm
Bweckméssigeten wihlt man petirlich ven vorgherein fir ;g einen
T An ¢ der berelts ungefdhr der gesuchben Ligenllsung

=

ortional is%t.

F
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. Xonvergenzbebrachtungen fir die in Abschnitt IV behandelten
Ridherungaverfabren,

Das zuletzt betrachtete Haherungsverfahren steht in einem
interssanten Zusammenhang mit den in Abschnltt IV abgeleiteten Ver-
fahren. Dieger Zusammenhang zelghb sich, wenn man auch diese frihe-
ren Verfahren in vektorieller Darstellungsweise ausdrickt.

g&) UDer erste Ndherungsschritt,
Der gesuchte Eigenwert Am erfiillt mit dem entsprechenden
Ligenldsungsvekior gm die Gleichung

(A2 g)-gm# 0 (89)
Bekennt seien die Grissen A ®Am and g}ﬁﬁ-gm . Diese migen
die Gleichung(¥8)niecht erfiillen, =sondern entsprecherd Gleichung (14)

den Fehlervekbtor
(X-X¢) 4 = ¢ ¢

1 }
ergeben, Setat man in diesem Ausdruck A =Am*op, é = Z:m' (o /” and
subtrehiert die Gleichung (&F),; sc erhilt man entsprechend Ulelichuny

(17)

(A-2'L ) (pm+d) = (XA = (AL -J-gmz,éw
A
Vit -09’ und d‘ néherungswelse zu berechnen, wird zunechst der nocch
unbekannle Vexbor é"“ darch den bekannten lidherungsvelkbor gl
grsetzt, Man findet dann bel der suflésung des Gleichungssyctens
statt der genauen Fehler 4}"' und 4" aie angensgherten Fehler mﬁx
und a” ; welche die Gleichung erfillen

1 ] LA 2ot
[ﬂt-Ag)-)l - apa -)f’. : (943
Die heraus errechneten verbesserten Werte fir A und gm
' " 1_m n ! )
R ~ 4 -4
erfillen also die Gleichung
(-4g)g'-g") - (-X)-¢' ~¢. 52

Ua zusserden

e iele e
bt -0y -0y

g4 (g;a,{’é)“”.él 99)
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AP : a L .
fie verbesserte LigenlGsung g y Z0 der man bei .Anwendung des

Werfahrens 1V, 1 gelangt, unterscheidet sich also von dem Vektor
: -4
!
@a-A¢) ¢
nur durch einen ckalaren Fakbtor.

ks seli noch bemerkt, desg durch die Vektorgleichungen (90 )
und (94 ) die Tektoren bzw. #’ nicht eindeutipg festeelegt
sind, Durch Hinsufligen einem Zusatzvekbtors in Richtung ven

%m bzw. #* wird die Glltigkelt der Gleichungen nicht be-
einflusst, aus

)
(@-A'g) P =d¢ - f
(a-2g) " +&¢"- 0
folgt Ellge?ein : -
] o

Cﬂ‘lg,‘r < [4}'-1-&5“} - c:ré -(‘f*E) =75 :
ijl.i‘."Jf‘.-h irgend eine willkiirliche Pestlegung des Vektors J’bzw.

(2.5, durch die zu 3eginn von abschnitt IV getroffene
Festsetzuns X, = kongt. = 1, also d, = 2) wird zlso in dem
tndergebnis, Gleichung (93), nur der skaslare Zahlenfaktor ¢
bzw. &7 beeinfluszt. " )
Anstelle des Vektors £ = é’_# erfal man

: .
g= (Pr 2% - Pl (a-1g) "4

Benutzung der verbescerten jirenlisune.

und

)

4

¥enn man in Glelchung (90) fiir gm nicht é
Werbesserte ldsung, 2.8, 7
lésung der Gleichung

() o) )
(a-A'¢g) 4 -4 =f
die von neuem verbescerte Néherungslisung

g{'pﬂ)z ;;(J_’J,(H') .
0]

sondern eine
einsetzt, s0 erhiélt man durch suf-

dlie die Gleichung erfills J s v
/ ! ) (w4 I e 28 S
(@A~ g ) = (WA g T =
Gensu wie oben pel der ableitunz der Gleichung (93) findeb man

éfw o _J‘{y}. (ﬁ;).rg)-d-é(ﬂ 939

Nach den Gleichungen (93 ) und (93") ist also
gms ~-d" (ﬂ—/{’g)_f- @’#
e d T (ﬁ-j{lgj'-llé:
und allgemein i
£ ) (80 0) (a-a) g (94)
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byoam
forin dss Frodukt ( J' o".;f"ﬁ ein gkxalarer HFskbor ist,

ins dieser Gleichung (9%) erkennt men folgende Konvergens—
jedingung rlr dzs Jnﬁer 1V, 2 behandelte Hiherungsverfahren
B -
der Vekbtor é( néhert sich mit wachsendem 4+ .,ue‘as der—

denigen Higenlisung gm y deren entsprechender Eﬂ"'-.E“'t"l ich
i ; : '
gen kleinsten Differenzbetrag I m e ]‘ von dem Anfangswert /l

interscheidet, mit folgenden Ausnshmen:

1) wWenn die kleinste Differenz Mm-,l‘} im gleichen Betrar
Pel zwel Nigenwerten suftritt (alse z.3., dann, wenn ,{'= "’fi(”‘-m +,j-mf1j,
60 konvergiert des Verfehren im allgemeinen nicht,

=) wenn der Anfengsvekbor é iberhzupt keinen anteil der
gesuchten Llzenldsung gm enthalt, =o L*cnnvcrgier'n das Verfahran

ntmeder tberheaupt nicht oder gegen eine in g enthal tene

ligenlosung.,

) Benutzung des verbesserten Ligenwertes.

I3 N ‘f-li
Wwenn man zur welteren Verbesseruny der Neherungswerte
und A" ntsprechend dem Gleichungssysten (2 } die Vekbor-

Eleichung (ﬂ-—jw’%) qf-_,(l’.l = ér_ d\u-"} =)f

s0 gilt fir die aus diesem Gleichungssystem errechneten

{vMJ=éj_j_{#*J o A{FH) é‘?(r‘}

benutat,
Lrccsen

lie Gleichung
@GN -¢7) (A1) = £

Ersetzt man hiserin f durch den Ausdruck (§9), so folgt
(z{‘fﬂé‘)é} _.{,g?z-,éw%’) fpw—(xil—/iiwj) ‘:@:i’é)gj
g ) ) "'f.J

#*9xann man als

rin mar

2 1d 1 X ’ i
Die Vektoren and lingare dusoammensetzun—

Bpar sus den n Ripenlimunpern i e T 2y oL i0 B darvatellent
Be S & 3 8

g"-ng; éEWL Zﬂf;é;

s

Grosse sémtlicher Ligenltsungen A, sel ders
die in der gesuchten &

Lie
die "Richi-Lompconente',




) B |

deren laherungsvektoren é é’-f” » =se.» Konstant « 1 sein soll

{z.:. die n=te Komponente x, bzw. Xi's Tu'ts sess )y Auch bei allen

Hbrizen Eigenlosungsvekboren den Wert 1 hat. Dann folgt aus den

Busdriicken {96 ), indem men nux deren Richtkeomponente betrachtet
* 2 Xi= 1 ; Zpi= 1,
Ferner folgt aus Gleichung (95) :

A2-aY) Zaigp = Z (A A7) 4

de Seite diese ¢ leicbung eindeutig in die n Eigenlésungen

v

=
=,
(T
o
[
L4
®

gerlegt werden kann:

/‘l‘:“d_ 'fﬂ) &; = A"_ —,’1“}) ' 'lgl.. i
( ¢
(_/l {r-wr WJ) A{”

é(w”=2/]igi (ACPM}_ {v?) Z A“’J é

Fir die Richtkemponente e“zgibt aleh also die Cleichung
(‘l (W+4) A{UJ) Z _____ Z/‘; 4

(v+1) ) 1
A b fl < X . (q ?)
A =A™
Dis Laherungswerte A, A'f, ...., A", )me}, «+s KOnnen

gegen sinen bestimmten Eigenwert Amkonvergieren, wenp fir die

nidchste Umgebung dez dertes An, der uil"'l“erentialmm tisnt

dam Setrage nach kleiner gls 1 ist; denn nur dann iss
Klelne JLifferenzsn die Honvergenszbedingung M"-"’”J AIPJ’{IAW /l{vmnl
erfille.
Durch Differentiieren der Gleichung {97) erhilt man
& ()
0 .:Z (A: - A7) - Za jl’l'—j“”)
=)
T =AY T

(v
pir A — Ay 13t fiir. i+m

(98)

. Am L A vl
iim (W) = U .

A A“’}
m = =

= | -




'Es ist daher

o)
r d ’l m T W
lim _EE-;{‘T - - —':mz o “Txmf (99!

. Line Konvergenz gegen den dert /lm 1sb also nur dann mig-
lich, wenn
me"’f

AR e

oder, andera ausgedriickt, wenn

1 < Om < % | (100)

_ venn der Vektor éj annianernd dsr bLigenlSsung gm propor-
tional ist, so 1st meistens X, % 1, wihrend alle fibrigen &

| neistens kleiner als /2 sein werden. In sclech einem Fall ist Am
aer einzige Migenwert, gegen den die lechnung konvergieren kann;
man wird dann selbst bel Benubzung eines sehr ungenauen Anfangs—
wertes A fast immer (z.B.stets, wenn [Amo ] >IA'] > 1Ameel )

zu den Ligenwert ;im zelangen,

Bemerkenswert ist noch folgendes: ilan wird, um dis Konver-
genz miglichst zu beschleunigen, danach streben, dass Xm
mbzlichst gross, die iibrigen «; dagegen mdglichst klein sind,
#an kann hier-zu oft dsdurch beitrager, dass man die grisste
Komponente des bekannten Hiéherungsvekiors zls Richtkomponente
wihlt und gleich 1 setzt. Auch in dem auf Seite durchge-
fihrten Beispiel kann man die Anndherung beschleunigen, indem

nan statt der dritten die zweibte lomponente als Hichtkomporente
| x ? _'aig
sanlt wnd £’ (7 ) setzt,

-0,8
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iAphang,

Lie Berechnung der reziproken latriz,

Fir die Berechnung dsr reziproken Yatrix éiﬁ* kénnen ver-
schledene Jege benutzt werden,
l. lLian berechnet durch apsmultiplizieren der 1¢ LUnterdeter=
minuaten (n-1)%er Ordoung die"idjungierte’der Labrix a
- "4'44 ﬁ“ twoa ‘qn-!l'
f;',t = A“ Au . Anz, -:.fgﬂ
Ain  Aan Ann
worin A, das alsebralsche ¥ Fomplement des Llementes a, ist.
Dinn isb bekanntlich W
Zo-0& ~D ¢
alsg

ML O

o=~

FPir die oben beschriebene Berechnung der Elementarmatrizen bzw,
BigenlOsungen ist ein skalarer Faktor, mit dem die natrizx 77
- multipliziert ist, bedeutungslos, Man kann statt &' auch unmit-

telber die zu (I adjungierte Matrix (U benutzen.
s A ~8By
Im Falle n = 2 ist aur Aufstellung der liatrix - ( gy aﬁ)
- iberhaupt keine Rechnung nétig. Im Fall n = 3 sind 9 Unterdetermi—
nanten zweiter Urdnuﬂg. also im allgemeinen 18 Produkte zu berech-
nen, lm Fall n > 4 ist dieser VWeg jedoch nicht zu empfehlen, denn
die Berechnung der n? Unterdetermimanten (n=1)ter Ordnung wiirde
einen sehr grossen Arbeitsaufwand erfordern, Man kann gwar durch
gystematische Anordnung der Rechnung die Anzahl der Mul%iplika-
tionen wesentlich einschriinken, indem man Z2.B., erst die zweirei-
higen Unterdeterminsnten zweier Zeilen, hieraus die dreireihigen
Unterdeterminenten dreier Zeilen berechnet usf, Aber die Rechnung
wird hierdurch uniiberaichtlich; susserdem sind such danp fiir die
dﬂrechnuna der n ¥ Unterdeterminanten (n-1)-ter Ordnung immerhin
6a. (2 -l) Frodukte auszumultiplizieren,
also fiir '
o= 2 4 & 7 8
8] 840 1302 3025 Produkte aus je
¢ Faktoren; wihrend bei dem folgenden Eliminationsverfahren nur
insgesamt n° Multiplikationen und Divisionen erforderlich sind,
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2.) Bei vier- oder mehrreihigen Watrizen benutzt man zur serechnung
ider reziproken Matrix in der Regel am besten ein Eliminationsver-
fahren.

Eine zweckméssige Anordnung der Rechnung und der hierzu erfor-
derliche Arbeitsaufwand soll sn einem Zahlenbeispiel zezeigt werden,

10 8 -7 -8
” e e
Pl 3 w8 & -3

R

i Ilr']{,l
T2 Xy =
L?Zg -7 = r; < gesuchts é =] ® i aE
Ty,
L T;-’Fﬂ-‘:‘:?;===='=l.=;=====f;n::|ntn-l;ttﬂuf;.:--:.n;!ﬂ-#?;:tni ;‘;;;E-ET_;;;;;ET
i % : 4 X X ? Y fiultipl | bivis,
10 8 -7 -8 1 |
6 4 -3 - 1 '
3 -5 4 -7 1
3 5 4 a1 1 I|
1 0,8 -0,7 =0, 0,1 n
~0,8 : -1,2 0,6 3 3
-5, 4 6,1 0,6 | =0,3 1 (A=1).n
2,6 -1,9 1,4 -J, % 1
1 =1,5 - 0,75 =1,25 n
2,0 75| 3,75 6,75 1 3 ;
2,0 -2,5 | =2,25 3,25 R T ?
1 3,751 -1,875 3,375 -0,5 n ]
5,0 1, =35 1 1 S
T I §F FFEFL - E e+ R el - Y- -] e
1 0,3 ~0,7 Q,2 0,2 n
3 =0,75 0,75 0,25 0,751 . n
1 : -0,825 0,925 0,075 C,825 2.n
H
1 0,475 0,775 0,275 0,025 (n-1).n
P RE R EE ol b E L EL S Bt LR L s TR LT n‘(n—-j_);. n;
- ni
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gesuchte reziproke Matrix ist also

0,475 0,775 0,275 0,025
a",, -0,825 0,925 0,075 0,825
-0,75 0,75 Oy25 0,75
Di5 'Ul? G‘E D|E

Jie fiir diese Rechnung erforderliche Anzahl vor Hultiplika-

onen und Divisionen betrigt, wie man leicht erkennt, n?.

,) Venn die Elemente einer gegebenen latrix K vielstellige
er irrstionale Zahlen sind, oder wenn die benutzten rechneri-
her Hilfsmittel (z.B.Rechenschieber) nur die Berlicksichtigung
iner geringen 3tellenzahl gestatten, so ist es oft nicht moglich,
je atrix O0~' mit absoluter Genauigkeit zu berechnen, Die er—
chnete latrix <& = ™' wird um ein Geringes von der gensuen
ziproken liatrix ﬁ:‘," sbweichen, Man kann desnn die Genauigkeit
r Watrix & nachpriifen, indem men mit (X mnultipliziert.

Iet L =", 80 ist A ¥ = {E’I-ﬁL"'-E. Ist jedoch &% won

A~ verschieden, so ist

| 0% = £-% (102)
obei im sllgemeinen sémtliche Llemente der Matrix 4,9‘ sehr klein
(qrf) sein werden. Aus Gleichung (102) folgt dann

G (f-F) = AT- A

glso

f?f-‘ = ﬁ?‘v—{ 1}2’ (103)

-4
Diese Gleichung kann man benutzen, um .’.’.2 genauer zu Derechnen,
indem men auf der rechten Seite der Gleichung -ﬁ'{ durch die be-
kannte, sngenéherte katrix & ersetzt:

&_J%#+¥-zﬂ'=¥-(é+zﬂ‘) (104)

Eine weitere Verbesserung der Genauigkeit ist sufgrund folgen-

| der Ueberlegung moglich, Es ist
£= at(g-%)
G (¢ ) B () - R (f-FY
g.(é+,f).(_é+.,f-‘/’= o ('6‘“ﬁ2“)(5* H) - G(g-+Y i)
;_(rér;).{%ﬂﬁjl{é*&‘y.. ﬁ'*./é,,ﬁy.t%nﬁ‘p, ﬁ“fgf_,y«f)
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Wenn man also die Matrix < der Reihe nach mit (£+7),

(4 + %), (£+7*), ... multipliziert, so wird man sich im all-
gemeinen rasch bis zu jeder gewiinschten Genauigkeit der genauen
reziproken Matrix O nihern.

Vorbedingung fiir die Konvergenz dieses Néherungsverfahrens
ist, dass die Elemente der Matrix 7V hinreichend klein sind,

Das genaue Konvergenzkriterium besteht darin, dass simt-
liche Eigenwerte der Ketrix # dem Betrage nach kleiner als 7
sein miissen. Falls der grésste Eigenwert .der Matrix % gleich 1
ist, =0 wird die Reihe (405) zwar ebenfalls kouvergieren, aber
nicht nach der gesuchten Matrix 6%'*, sondern nach der Hatrix
ﬂ"‘-{é-ai‘,,,), wenn *lﬁ.,‘,1 diejenige Elementarmatrix der Matrix ist,
die ihrem grdssten Ligenwert, niémlich dem Eigenwert 4 entspricht,

Die Konvergenz des Néherungsverfahrens ist fermer auch dann
sichergestellt, wenn entweder in der Matrix ¥ oder einer ihrer
Fotenzen 'Jﬂf. H* 1 =+» die Summe der Betrige der Elemente Jeder
Zeile oder jeder Spalte kleiner als {1 ist, oder wenn in einer
dieser llatrizen die aus den Betriigen errechneten guadratsumme
sémtlicher Elemente kleiner als 1 iat.+}

'Eaﬂlanbeigpielr

4. 18 o
Die Reziproke der liatrix (f = 13 5 2 betrigt
-

- - oy 1 =10 20
‘ - - . -10 10 =20
50 20 <20 -50
Es sel jedoch angenommen, diese Matrix 6&ﬁfsai nur ange—

ndhert bekannt, z.B.
0 0,1 <0,2
% - 0’1 -th G’.E
-G.E G’E -'q'

Die liltipliketion mit der Matrix @ ergibt

10 10 O B 8.1 raoa 1,0 oL
R (3 5 2}l da-~01 o2]s[08h 0,9 ~0,8
0 2 -0,2 0,2 0,4 0 0 0,&

2
.2

Es ist =slso

deig  hod (

CoQ

0
1. D1
o

CcCQoo

+]?gl.Fusanote Seite 116.
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Die verbesserte reziproke kiatrix betrégt nach Gleichung (104)
Lo et =& (E+¥) =
O 0'1 '-'CI"E 1 G ﬂ —‘{]"C'l 0..11 -0‘2-2
={ 0,1 -0,1 0,2 | i =02 1,2 &, 2 1=/ DAY 0,10 0,22
-'DlrE D‘E G,"-l' 0 {J 1.2 _{}’22 0-.2-2 0152

ur weiteren Verbesserung der Genauigkeit nach der Formelreihe({05)
ieasen die bvetreffenden Potenzen der Matrix 1)2 “ berechnet werden.

findet

’v‘lﬁr 0 | NI
= [ -0,01 +0,01 0,06
Q o] 0,04

i
SN : 2
g (- (300 SHE BEE)
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VIII. Néherungsverfahren zur gleichzeitigen Verbesserung
simtlicher EigenlOsunpgen und Eigenwerte.

Das folgende Naherungsverfanren Xxann angewandt werden, wenn
gimtliche Tigenwerte und LigenlOsungen einer Mabtrix bereits ange-
péihert, jedoch nicht mit ausreichender Genauigkelt bekann® sind,

Der Grundgedanke ist folgender: Jede der angendherten [igen—

lésungen ; / :
lg‘ ’ éﬁ T éﬁ

fann als lineare Zusammensetzung der N genauen Eigenlésungen
dargestellt werden:

g;l % -‘x{fgf = “iig" g 1% a‘.‘.gt-+_" +ﬁ;ngn : {"ﬂ?é)

Unter dissen n Komponenten wird &y é" bel weitem die griss—
te sein, Die librigen Komponenten sind als Korrekturglieder zu be-
trachten; wenn es gelingt, die Koeffizienten &i {H*ﬂlj--,i-;l‘-; ivd  n)
ginigermassen genau zu ermitteln, so ksnn man fir Eg“ (kK £i)
die bekannten NéherungslOsungen einsetzen und erhdlt flr &

‘den verbesserten Nélherune;awart

z;" = g - 2 &ix gx (10%)

k#i
Die Koeffizienten o findet man angendhert in fulgender Weise:

Der Vektor ﬁ’g ist ann&harnd proportional é
& g = fli 'é:‘.
ian berechnet den Diffegrenzvektor

ﬂ-é;’ —-.»L"ga* =(ﬁ -A-'é )-g:’ L’}' (108)

In dieser Gleichung kann man ;) durch den Ausdruck (fJe) ersetzen:

unter Zeriicksichbtigung von Gleichung (J’)ﬁi’ﬁtglt marn

,,'E' = f»l{-l:).;x;,,é‘ +(A,_—A,-_‘).:xug,‘_ - .,+(A;—Af}u‘;;g; v, .. +{,{,,—,f[;)af“én.

. (109)
In dieser Vektorgleichung sind angendhert bekannt'

Die n Eigenl@sungsvektoren 4, = gx B L, 2, issy D)
die (n-1) Differenzen (A=A )= (Ag =A' ) ( k# 1)
der Xoeffizient &g = 1

Die Gleichung (109) enthalt also n lineare Gleichbungen i‘l..r die Unbe-
wennten o;x (K # L) und die kleine Differenz ( A; - Al ).
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Man kann die Gleichung (109) auch unter Verwendung der aus den an-
geniherten Eigenspalten gebildeten Matrix X "= (6: 3; pwat 2 @,:)
auch in folgender Form schreiben

C'j'-a "‘1'l'-")I Xy

‘H‘_ - .}6}' C:"i;‘*‘i‘)'.uu ) (ffﬂ)

(/\,., —(i:} Kin

1 =1 -
Falls such die Matrix der Eigenzeilen 19 = Jﬁ angenahert
bekannt ist, so kann man unmittelbar die Losung der Gleichung(to)

angeben:
{ -.rl J iy

(’il j- :l L ¥

i =Y i (1)
(,t"-).,,] Bin

Die Fomponenten dieses Vektors muss man dann noch durch die
sngenéhert bekannten Faktoren (A~ A;'} ( k#i ) dividieren und er-
hilt die gesuchten Koeffizienten of;x , mit deren Hilfe man nach
Gleichung ({07) die verbesserte Kigenlésung é.‘" errechnen kann.

Bisher wurde gezeigt, wie man einen Neherungsvektor é.-’ mit
Hilfe der iibrigen, annéhernd bekannten Eigenl&sungsvektoren ver-
bessert. Der wichtigste Vorteil dieses Verfahrens ist aber gerade,
dass man in einem Rechnungsgang mit verhiltnismessig geringem lehr-
sufwand an Rechenarbeit sémtliche iigenlOsungen und Eigenwerte
#leichzeltig verbessern kann. Wie msn hierbei wvorgeht, soll an
dem folgenden Zahlenbelspiel gezeigt werden:

7ahlenbeispiel: (1.3 10 0 )

Gegeben die Matrix (X 10 g3
8] 2 1

Fekannt seien die sngeniherten Eigenlésungen

) 6@ 6 (D) (33 71),

Uiese dreli Vektoren bleiben bei der Kultiplikation mit der Matrix
{?I in mehr oder weniger grober Anndherung sich selbst proportio-

nals 10 10 1 T B ) 180 ~10 O
10 & SR TaEe [ ia2 a3
6 HY 1 2 -4 0 w6 &
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)
Aus dem Verhédltnis der Vektoren ( A g; )3 Z‘J findet man fir

die drei Higenwerte rund
| ) ' ) )
A, = 18 Ay = =3,5 Ay = 1,5 .

)
Von jeder Spalte der Matrix -} wird das A;‘ =fache der entspre-
chenden Spalte von 3{" abgezogen:

) ,
03¢ - (3 o 3‘).35’ -(-3 o i:?) - ¥
0.8 A -1 1 O
Die Spalten dieser Matrix /ua’ sind die nach Gleichung (708) zu be-

rechnenden Vektoren .qf ¥ e .r";, .
Die Koeefizienten ( Ak -A) ). &k konnen ebenfalls in einer
Matrix zusammengestellt werdeni entsprechend der Gleichung (111 )
gilt
()q-lq’)‘“« (/{4"}';)‘0‘:4 I (A4-A.:)-ﬂfn4
(Ag-A)&e (A-A1) &gy« (Ag-dn)-ma | _ 7?’4,3 (112)

(A (AyA2) dan « + « (An=2n) &nn
ﬁie einzelnen Elemente dieser Matrix sind die Produkte aus
den Zeilen der Matrix %?’ , also aus den angenéherten Eigenzeilen

’49,{1 (K = 1, 2, «eey n), mit den Spalten der Matrix ,‘ﬁ- , also den
in Gleichung (108) definierten Vektoren 4«? = (l-g; —,l,;’-g;’ :

(AK -/l:)-a’,;ﬁ = ‘3; ' (ﬂgij = /';Jéc’)- (113)

Im obigen Zahlenbeispiel ist :
) 320 5 =l % 1 -18 -14 =~ 1

y » 8 =4 1 = - Zg-; 3 -51 41 <18

? S 20 =17 -64

e (B0 8). (387 b)) (BB
| 19 292 \-20 17 e/ "\-1 1 0'7) 233 \-98 54’ -4’5
Die Diagonalelemente dieser Matrix I~49' sind gleich ( A;.-A;l)-ﬁl’;‘i

worin & =4 . Man findet dsher fiir A; (i =1, 2, 3 ) die
" verbesserten Néherungswerte

)
A = Aj-A— = 18-0,0990 = 17,9010
Ay = At 335 = -3s5+0,4443  =-3,3857
Ay = Ay - e = 45-00154 = 14,4846
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Die gleichen Néherungswerte J«.;” findet man iibrigens, wenn die
Tektoren ’é*" und 3?.-’ bekannt sind, such unmittelbar aus der

Beziehung e ;’- (ﬁt-é;’ ). (114)
Denn aus Gleichung (#f3) folgt fir i = k
(Ai=Ai)g = N -(a‘-éi - Ayl )
=y (Og) - A é:}'ﬂ"
also infolge &;i=x1 und éf-?fsi
AS-AD - v (g} -2
= ?;’- (ﬁ-éi‘) .

Aus den iibrigzen Klementen der latrix %Q -1ﬂ i die nach
Gleichung (f12) zleict

(*“lu -AE!J .

sind, kann man, indem man such fiir Ax den bekannten Niherunys-

wert A: einsetzt, nédherungsweise die gesuchten Koeffizienten
Mk wnd nach Gleichung (407) die verbesserten Ligenldsunksvekto-
ren /éi”
In dem betrachteten Zshlenbeispiel findet man

berechnen,

ol 64 1016

: g g - 0,01016
%a” 393-(a-A0) T 293-(=2L,5) ;

Nyw =B oL - + 0,02028

293+(A,'-A))  2937(-16,5)

(lL) ( 5) (—1) (1&,»’;}5(}?{5)
8 0,01016 « [ & | - o,02028 =0 = | 7,9%008 ) ,
5 € 4 93920

und ebenso fir die beiden anderen Eigenlisungen

10 L 53,0210
3(8 . (:.) : -:’i:cz,ga) |
29%421,5 k 293240 & 1,8510
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Durch ;ﬂultiplikati:rn dieser drel verbesserten Ligenlisungs-—
vektoren g; éz 3’1 nit der Matrix & -iiberzaugt man sich
leicht wvon ier Leg,enuber den ersten Nidherunpgen 3 g;" " g,"
wesentlich erhthten Genaulzkeit.

Beispiel:

7 s ] L
& x g‘ Juotienten | é_f A & | Juotienten
10 180 18,0 10,05076 | 179,84984 | 17,8950
8 142 17475 7,93908 | 142,0814 | 17,8965
|
3 17 9.0 l C,95920 | 16,8174 17,906
Vereinfachung fir symmetrische latrizen, ~

-4
o - Sl % : A :
rir v kann man in Gleichung (112) anstelle der Llabrix }E

» : ¥ 7 !
auch eine beliebige andere Malrix einsetzen, deren Zeilen wy
angenihert mit den Higenzeilen u, der gegebenen Mabrix X iiber-
einstimmen

= ) )
Oy = Ay, (115)

¥
(worin A" aie Trensponierte von Z ist) und susserdem die
Bedingung erfiillen

33 : g;' At H6)

Ist (/7( eine symmetrische Matrix, so kann man daher mit
Hilfe der latrix X}ﬁ)t‘ eine fir die obige Rechnung drauch-—
bare Matrix TQJ ~ X best-immen, indem man die einzelnen
angensherten Eizenldsungevelktoren é darch das Juadrat lhrer
Lénge dividiert und als Zeilen in die uatrix 2;? einfiihrt s

z 'gs % G:'g-‘ 17)
)

Die aug diesen Zellen gebilldete Liatrix erfiillt die beiden
Forderungen (f1¥) und (f16) ; denn bel einer symmetrischen uatrix
15t Ol= 0L und

f}f-?; = &&é: *A;'Ei'gi 5/1;:'191']

uhd ferner
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Man kenn Ubrigens euch den EigenlOsungsvekboren allysmelin die
lénge 1 zubellen, indem man Jjeden ermitbelten Lésungsvekxtor durch
Seine Lénge dividiert, Dunn 1sb {ﬁ: ¥ = 1, folglich bel einer
grmmetrischen Matrix 7; = g; y und somit

g - ()"

r erforderliche iArbeitsaufwand,

beschriebene Veriahren erfordert folgende Multiplikationen und
Divisionen:

1
1.} fmltiplikation &E'}f $ n rFredukte aus je gzwel Zshlen,

2, | Berechoung der .Latrix 1}
aus den n Spalten
l?' 2 ﬁ'é: —AE é: - nl Produkte der Xomponenten von
g,: mit A, (i-1..n)
9, | Berechnung der Jatriz I
y' =(_)5')"' :  n® Uultipliketionen upd
Divisionen
(oder, nur bei uj'aneﬁnsﬂiﬁen Metrizen: Bestimmung einer
Katirix y .7’( durch Transposition der satriz
und Division der einzelnen Vekbtoren g durch (’gf)’z :

Multiplikationen + 1t Divisionen)

.) Hultinlikatlon ?g'-ﬂf :  p® yultiplikationen.

P

(wenn nur die EigenlOsungen berechnet werdsn collen,
brauchen die Diagonalelemente nichl bLerechnoet zu werden;
g5 Fepugen gt - :13 Multiplikatlonen, )

5,) Livicion der lilemente (1 +k) dep

vabtrix lj fl.;'du.rch {j;—.lf): n (n=1) Divisionen

J} Z2erschnung der n verbessertesn
ige r--_-r BUnE -mra‘:tm‘r.-n

if( g ~ L Kix é'{; 5 n‘- {n-1)} Wultiplikationen,

e T8
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Beriicksichtigt man noch, dass in den Vekboren & s Wie es im

pbigen Zahlenbeispiel geschehen ist, je eine RKomponente auf den

Wert Null gebracht werden kann, so ergeben sich unter 2) statt
‘n? umltiplikationens
n Divizionen und n® - n dultiplikstionen,
tund unter 4) statt nd  bzw. n® - n® Multiplikationen:

n* {p=1) bew. ri {n-l}z ultiplikationen.

Unter dieser Voraussebzung sind {iir die Bereéhnung der n
- " " :
vervesserten Ligenlisungen ga insgesarmt erforderlich:

. 3 s o . i
bei eipsr unsymmetrischen llatrix: 4 n” = n” Wultiplikatbnen
und Divisionen,

F A

bei einer symmetriachen Matrix 31 3 n> e n Maltfpiiketidnen

und Diviajonen.

rungsverfashren nach Abschnitt IV) verhdltnisméssig gross.
Trotzdem i=t dis Anwendung dieses Veriahrens unter Umstindsn vor-
teilhaft, besonders deswegen, weil der grisste Teil der Heclien-
arbeit im Yultiplizieren von Matrizen und dhnlichen Arbeiten be-

cteht, die vesonders bei Verwendung siner Rechenmaschine verhilt-

nismizsig rasch und beguem durchgefihrt werden lkénnen.
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1X. MEEHRFACHE ElGHNWERTR,

Hinem Teil der bisnerigen Betrechtungen wurde die meiste

v

18 A=

ffende, versinfachende Voraussebtzung z2u Grunde elegt, dazs die

FEizenwerte der zu unbersuchenden, n-reihigen Matrix sémtlich von-
finander verschieden sinod. Es muss nun noeh geprift werden, cb und

it welchen fAenderungen cder finschrinkungen die eingelnen Berech-

fingasverfahren auca dann benatzt werden kdnnen, wenn zZwel oder mehr
fizenwerte der Matrix einander gleich sind, wenn alsoc die Sikular-

pleichung Doppel~ oder Mehrfachwurzeln besitzt.

[

A, Beschrinkbte Gensuigkeit bel der Berschnung
mebrfacker bizenwerte:

Die in den fAbschnitten I und 11 beschriebenen Verfahren werden
in ihrer Verwendbarkeit durch das etwaige Vorhandensein mehriacher
figenverte grundsiatzlich nicht beeinflusst, denn es handelt sich
el diesen Verfahren lediglich um das Ausmultiplizieren der Sakular-
determinante, d.h. die Ueberfiihrung sus der Beberminantenform (2)
fln die Polynomform (3) nach einem featliezenden, elementaren Hech-
hungeopang, ohne dass dabel irgendwelche Kebenbedingunzen zu bheriick-
feich tigen sind.

Auch fir die Verwendung des in Absehnitt III,1 beschriebenen
Werfahrens bestehen keine grundsitzlichen Einschrinkungen, auck
iwenn die zu unbtersuchende datrix mehrfache Ligenwerte besitzt, Uie
Koeffizienten k; der Békularzleichung (3) sind durch n, oder,
wenn k, und k; im voraus bekannt sind, durch n-2 fertepasre oy ,
i0{ee;) eindeutiz bestimmbt und kbnnen nach einem stets anwendbaren,
von den Zshlenwerten unabhangigen Rechnunegsgang berechnet werdern,
ewisse rechnerische Schwierlgkeiten konuen sich auch bei der
inyendung dieser elementaren Verfahren ergeben, wenn mehrfache

:
1
!

b Lizenwerte oder auch mebrere nur wenig voneinander verschiedene
kigenwerte gensu ermittelt werden sollen, und zwar zus Tolpendem
Grund, let z.B. Ay eln zweifacher Eigenwert, =2lso eine loppelwurzel
der Gleichung D(A) = O , 2¢ besitzt die Paradel y = D(A) an dieser
Btelle keinen Schnittpunkt, sonderno nur einen Berihrunpgspunkt mib
der abazissenachse. Schon die geringste HUnpenauigkeibt beim Aunsmul-
tiplizieren der Sikulsrdeterminante bDewirkt aber, dass die errech-
nete Ferabel an der betreffenden Stelle dlie Abszissenachse entweder
gweimal schneidet oder sie tberhaupt nicht erréicht. Im ersbten Fall
wurde man sbatt der Loppelwurzel zwel wvoneinander verschiedene dur-
zeln, im zweiten Full zwei konjugiert komplexe wurzeln erhalten.

.
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gispiel: ﬁégeben die Matrix (}-=
| 8,4 5,0 12,6

rch husmulfiplizieren der Sakulardeterminante erhalt man

L (A = /ﬁ-—,lg/; —(/\.3—69,5,{:'-—1()90,02)‘—4-950,188) = 0

nd hieraus die drel Eigenwerte

Ay = 49,4995 Ag = 10,0176 Ay = 9,9829

nfolge geringfugiger Ungenaulgkelt beim Ausmultiplizieren moge

fich statt obiger Gleichung beispielsweise die Gleichung

B )Y Jlenis A% N 1090 VA R ong . 8 e 0

irgeben, Obwohl die Koeffizienten dieser Gleichung kaum(weniger als
$,01%) von den obigen genauen Werten abweichen, ist der rminfluss auf
iie hieraus errechneten Higenwerte verhaltnismassig gross. statt

jler obigen werte /\4: Az : A; erh&lt man :

| /\; = 49,4967 : Ay =t A0A761 . Ay = 9,8272

Die beiden nahe benachbarten \Werte /\z und Ag andern sich also gezen-

iber den obigen Werten um etwa 1,64,
: Das Beispiel zeigt, dass besonders fur die genaue Berechnung
des Unterschiedes zwischen zwel wenlig vonelinander verschiedenen
Bigenwerten das Ausmultiplizieren der Sakulardeterminante u.U. mit
einer sehr grossen Genauigkeit und unter Beriucksichtigung eilner hohe:
ﬁezimalstellenzahlIvnrgenammen werden muss.

Diese Schwierigkeit bei der Berechnung mehrfacher oder wenig
?mneinander verschiedener Eigenwerte gilt nicht nur fir die elenen-
aren Verfahren nach Abschnitt I bis III, sondern mehr oder weniger
auch fiir alle anderen Verfahren, da ja Ungenauigkeibteny besgpders
infolge Vernachlassigung letzter Dezimalstellen, bel Jjedem Rechnungs-
gang vorkommen konnen und melstens unvermeidlich sind.

B, Die Eigenlosungen einer latrix mit mehrfachen

Ligenwerten.
Ausser den gezeiglben rechnerischen Schwierigkeiten, die sich
u.U. bei der Berechnung mehrfacher liigenwerte ergeben, bestehen ge-
wisse grundsdtzliche kinschrankungen in der Verwendoarkelt derje-
nigen Verfahren, bei denen die EigenlOsungen zur Bﬁﬁtimmung derl

Eigenwerte benutzt werden; und zwar deswegen, veil bei einer n-rei-
higen Matrix mit mehrfachen Eigenwerten die Anzahl der voneinander
‘unabhéngigen Eigenlosungen bi o die mit dem entsprechenden Lipgen-
wert A, die Bedingung @t- /l;@ D & =0 erfillen, u.,U, kleiner als
n ist, so dass im Gegensatz z0 Matrizen mit n vonelnander verschie-

z,
denen higenwerten die Zerlegung eines belieblgen Vekbtors 3 =(; )
Zn
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-1 |'.;|.;'jenl-:.‘atia1:13,'e‘:t: nicht lmmer mmo __1141::1 igt., Luf solechen aerleran,

Bruht aber eln grosser Teil der in den Absehnitten IV.aaVIII be-
ghriebenen VerTshren,
is muss daher noch untersucht werden, wie weit dicse Verfsh-—

o ok

Bt auch fur Hatrizen mit mehrfachen Hicenwerten very gddbar sind,

1, Zerlegung einer Mabtrix mit mehrfachen Elserwerten

in Teilmatrizen,

8, ADlelitung der Kinheits-Teilmstrizen.

e n=reihize Liatri ﬁ.muue m yonelnander verschiedene Eicen-
erve bDesltzen, und zwar sei Ay (8=1,2,...,m) eine pg ~fache
irzel (pp > 1) der Sskulargleichung [@-Af/= 0 . Da die Ziku-

rgleichung insgesamt n durzeln besitet, folgt
Jpa=n (118)

Dle eingeklammerten Indizes disnen zur Kennzeichnung der m von-

sehnlich wie es bereits friher fir lstrizen mit nur sinfucher
ffenverten pegelgt wurda, kinnen aush Matrizen mit mehrfachen
werten in bestimmte, den eingzelnen Ligenwerten A ) zugeord-
‘eilmaetrizen zerlegt werden.
der Hamilton-Cayley-schen Gleichung (8, §% ) ist

Pii) i
L(‘l?f- ‘J‘Mé}l[ {f’t AH}é)F“'(’ﬁl’."/{u‘:é}H’u. ~--'(ﬁ""*{mjg)!ﬂrdaﬁ{ J
=1, ™ 331-
jovei die Heihenfolge der Fakbtorern ') peliebig vertauscht werds:
ke,
ﬁg;*t] einer der m verschiedenen liizenwerte /hﬁ « Hle Mabrix

z ?r (ﬁ-’{fﬂ é )F{d
=
(%) "ﬂ‘(ﬁw )‘H)Fru / (’H?) ;

(F K

— g s @ gil A0

fworin dir .T""-i'L|C’-‘E' in Zadler upnd Nenner iiber i=1.2 m ausser
B=k zu Dildern =2ind und demgemése der llenner eine von Null vep=-

iiedene Y4ahl ist) erfiillt nsch Gleichung (38') die Bedineun:
(m-»'!{ﬁjg)!’ﬂ',x{'ﬁ}= L (ng)
Blldet man weiber die Matrix F”
TT (- Amf)""-ﬂ"ﬂ{,,g ,;mgx
Furf et . , (el
?r(’lm =g PR

B0 cbeht 1o Jubler dleses Ausdruckes die Differenz zweier gleich=
Bautender rolyvnone VIl Uf'il'lal A{M'f. e pan jeder Ausdruck :

den hier und im folpenden betruchteten Matrizen nandelt &5 sich aus-—
8lich um Polynome der zu upntersuchenden liatrix T: fiir die Mnitipli-
dleser lMatrizen ¢ilt daher das kommutative (esetz (5. 54 1 158
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P-(fhtlé):iur::h ((?I "rhm!é) tellbar 1a%
" o Vo
ﬂr-“(/l{ujé)r= Hb"_ {f:f = (.?z -’;i-ﬂg,}'(‘ﬁtr d-ﬁ'xﬂﬂ o 21_ g o".l.ﬁd g) :

thilt auch die Differenz der beiden Folynome in (£24 ) und fole-
ich auch die Matrix ( Fu —‘,C ) den Paktor ( &- Afu;é }« Entsprechend
Bthilt die Matrix (Fw-g )™ den Faktor ( & — Am ¢ ) ) Poo

lis Gleichung (f20) folgt daher

{é-.?.’f,q)"“‘- Lo =B, (122)

g{x} ® 6" (g “‘EM)PN (123)

(-!'2#)
s (4122 ) und ( 123 ) folgt

({-— gm)‘ Fay = U, (125)
50 Fi) gﬁ,} = (1257
Bnd aus { 125 ) and ( 124 )

(ﬁ - {w ) - = 0,
ém} éfl‘.l (425)

Perner Cfolgt aus ( 120 ) und (124)
Fixl {
(ﬁ-liu:ﬁ.) s U (12%)

ffwischen zwel, ver: schiedenen Kigenwerten 4{“} ; A,:.‘; entisprechenden
fatrizen ‘E:'.] {.F{,z} zemts3 Gleichung {'HQ) begteht, da z{,‘j
definitionagemess den raktor (& --ﬂl';.;) P enthélt, nach Glelichung

(120) die Beziehung
ZI'I'J'- 'X{“J L
gnd folglich nach Gleichung (424)

fo oo - (29

Jie Metrizen é@; gollen als Kinheits~leilmatrize: “bezeich~
net werden. Sind samtliche Bigenwerte der Malrix A& voneinander
verschieden, =o zind die iLinheits-lellmatrizen nit den frilher er-
brterten ,ilementormatrizen™ identisch. wie haben denn sémtlich

den ltang 1 und ihre Summe ist gleich der linheitsmatrix Cwzls

Gleichung (127F) ) 139
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ks scll noch gezeigt werden, dass bel latrizen mit mehrfach
jzenwerten jedem pg-fachen nigenwert eine Binheits-leilmatrix grg

and dass ferner stets ausser den Glei-

o huanz pn)  entepricht,
shungen (126),(127) und (128) such die Glelchung
o =¢

1t ist und mithin eine eindeutige

Zerlegung der Matrix ﬂ

in leilmatrizen, die.den m verschiedenen Ligenwerbten zugeoranet

T 5 5
Nk i

=

.“
,I“'I
S

ts mBglich 1ist,
; schweis hierfiir werden zwel verwen-

heternte Filfsertzne

Ll NEG iz L
die im [olgenden kurz sufgeflhrt seien.

0. Zmei Hilfssutze.

e v
f/}f aptd 1nr y- —-Ge Fotensz i:'t y S0
ihre ¥ ~fe PFolen—

'rheht man eine Jatrix
qtliche Ligenwerte A: der hatrix X in
¥

A;. .'-: ']'I:T-Illa

wele: Die Identitiat

; ! é, {.-'}l..-l"‘l){‘i’u_)l) ----- (’AHHA)

n man A durch irgend elne andere urdsce erzetat,

i ; A &= ]/'_ and Zz =VX ¢
ﬁ_az.él={",{{-,51)(,#1_—-32).“”(/\u—ﬁx)

set man &£ die ¥ Linheitawursz eln durcnlazufen und multip

WOrih

L }-' )
I
r
M

ie sich so ergebenden ¥ aleichungen, 8¢ heben sich in __fﬂc'i-re,u dar
. ; » v
(ﬁ!—ngé)(ﬂt—sizgl._.(ﬁ-gp;g) - -2"¢
¥ -
e W . (A; —ng){',ﬁ,;—-ELIJ. (/I.:-L,rz’) 4 "'11' -
inheitewurzeln We 1l n erhalt mit z"'=x
(a"=-x¢) = 0 -xJ{A ) o T )

| oA ger hangavfall einer dlese &
ar al:s s Ugmme der Hangabfille beider katrizen,
eis: Ule LriX {f! Gze den nangaofell g4 . die Mabtrix & den

tathganlall ?”" o Sk podukt mz den Hangabliall giz basitzan.
1 De phifall "-fm der Wetrix QUG kano keinesfalls kleiner

ler wvon . oder 4& zein, Uenn die g {rq.,} zwischen den
r Watrix -3:[ bzw. 0! ) bestehenden line-

15 1 GaTL !:-_.‘._J"‘.I.:J'_ JI..":.'!I'-.] aex
aran Heziehunsen zelten unveréndert auch fir die entspre=

ulten (Zeilen) der Ratrix lf;']l'-':ﬁ.
L4C




) Hat die Nabrix X den Rre ang o (also den*Rangabfall ¢,
so folgh rau. al: Qe =?m 7 und da in diesem Fall die
Mabtrix a- ebenfalls dern Rang n hat und ﬁdf/ﬁﬂ_};‘{r— ist
ist auch ng 42, d.h, der Hdang einer beliehigen Matrix
bleibt bei ultiplikation mit einer Matrix vom Rang n un-
veréindert,

J}} Die Matbrix {fvruf' dem Hdangabfall #2 enthélt o - E vonein-
ander linear unsbhangige Spalten, Lie iibrigen ¢k Spalten
kénnen durch solche Vektoren ersetzt werden, dass die sich
hierdurch ergebende listrix z’ dern Rang n besifizt. Die la-
brix L% hat dann den Re ng n- @y . Nach Wegnehmen der
hinsuzeilglben Spalten blelben mindestens n—( qi + G2 Jvonein-
ander unsbhidpgige Spalten dbriz,

¢, Nachvels der eindeubigen und vollsténdigen Zerlepune,

Am sel ein pw -facher Eigenwart der Na ;rixﬁ « e Matrix
{{?L—,!ﬁ‘,g) besitat also den Pﬁ} ~fachen Rigenwert O ; ebenso
hat nach dem obizen Hilfssatz 1 die Matrix (- J“c’)ﬂ"r rensu der
PG -Cachen Ligenvert O. P
Hiefaus folgt =sber, dass der Hangahfall der liatrix (& "J{-')éj
hochstens pPa) betregt, deon bei einem hangabdfall grécscer als )
waren in dieser Latrix ssmtliche Unterdefermicanten (u- pg)-ter
und néherer Urdnung = O, insbesondere also auch die Hdauptunterde-
terminsnten, uus demen sich die ersben ‘:P{.'_l +11 EoefTizienten

- e ,jﬂ,.ﬁq dar \.}Ei..lcl.l.l‘:_'ip.-_';l':} Lehang

/{{ta,lmé}’”_‘xﬂ WS

zusanmencekzen (vegl, S. 15 ). Der Werk % = O _‘...'.'E' als0 gin minde—

5

{ pu) +1)-Lfacher Eigenwert der Matrix (- Jm é ¢ Do x=0
hur eln g facher wigenwert ist, kKann slso der Rangabfall dieser
atrix nieht grosser seio als Pu -

Die Matrix 3“} nach Gleichuns {1‘1‘91} ist, abgesshen von dem
endlichen askalaren laktor im HNehner, di J1al

(ﬁ*ig}f)rﬂ (i=1,0eeyk=1y ktl,..em) , von denen jede, wie

it}
-
g
o
|
—
T
€0

strizen hichobans Z Pﬁj‘ e der Reang der Matiix 3,‘}::-.-~:Ji;-'_. 't alsa
inter Berickasidhi ".]'I '4-' L L'Ii GLRAITE ["!'IEJ ml} -E'_‘."-'-Z'f.’ o
n "‘.{E P =P
W 1:7:“1‘1!-‘;--{-“'- unkter ihre: Lo Lhan mindesbens F{g}

vonelnander linear unahbangige YVekboren, bas gleiche »ilt neeh
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Bleichung (125') und Hilfssatz 2 & auch fir die Winheits~Teilus

.g&;-

tander linear unabhéngigen Spalten betriigt also mindestens Epﬁ =M,

Die Gesambtzanl der in den m Matrizen »g’m enthaltenen, vonein-

Miabel kann eine linesre /[bhinglekeit zwischen den Spalten verschie-
idener binheits-Teilmatrizen nicht bestehen, Bestiinde eine sol che, 80
konnte das in folpgender Form geschrieben werden

émféﬂ,}f....-ﬁé,:mjtﬂ ¥ ({29)

worin jeder der Vektoren 6(.;: in irgendeinzr Weise linear aus den
bpalten der lMatrix 6’,@_ susammenpesetzt ist, Multipliziert man die
Gleichung (429} mit einer der m latrizen fﬂf) s 30 ergibt sich

ﬁﬂ'gw 5 ﬁuté_;_ i =0

und da sich jeder der Vektoren Lw BUS den Spalten der labtrix £
zusammensetst, folgt aus den Gleichungen (’I’E.ﬁ) und {fze)

é’m ) = Liw) éw-g‘;—,ﬁd fir ¢ FK (4'35')
2120 A9 =0y dehe 1o Gleichung (129) verschwinden séatliche Vek-

":,;m

Hieraus folzt sber auch, dass der Hang der Hinheits-Teilmatri-
zen ém nicht grisser sein kann £ls pg . HEtbte auch nur eine
der ilatrizen {;,—_: einen Hane grosser als Pr) » S0 miisste es unter
den Spalten der m Einheits—leilmatrizen mehr sls szﬂj=n vonein-
ander unabhingige Vektoren geben, was bei Vektoren n-ter CUrdnung
nicht mbéglich ist,

wizn kann demnsch aus den fSipalten der Hinhelts-Teilwatrizen
n veneinesndsr linear unabhiangige Vektoren é EEmY Py o gll) TU~
gammenstellen. Jeder beliebige Vektor 3, kann dann als lineare

Znsemmensetzung aus diegen n Vekboren dargestellt werden

Z 9’;; g& i (‘i'rﬁ‘f)

L‘|

Fiir jeden der Vekitoren g; gelten die Gleichungen (430) und folg-
liech Z
AT A S P UL k2 J

Zho) g g Geane
Hach f'f:HJ #1lt daher auch fir jeden Vektor ﬁ ¢ und insbesondere
auch fur die Spaluen der kinheitaastrix

Zgo§=3
olglich aueh T die Hinteisssabtrix selbat

Tgo ¢ ¢

Damit 1isbt tacigt, dess dig summe der Finhelts-lellmatrizen

e
—
-

Erix selbst identiseh ist:

Z 6"' __é | (132)

b

=

a
oy
W
'_
-
=
i
=
i

3
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Hieraus folgt weiter, dass such die Matrix é!vcllstandig ar.

eindeutig in m , den verschiedenen ligenwerten Ay (i=1,2,...,m)
ugeordnete Teilmatrizen
Xy = XL (133)

erlegt werden kann, wobei auch zZwischen den Teilmatrizen 5%ﬁ?

die Beziehung hesteht o (3 2
Ay Ry = Ry Py = 0 (¢+4)

Aus (JZE) folgt weiter, dass in jeder Fotenz und allgemein in
jedem Folynom 50(&)’ der Watrix (A= fﬂr.j gsambliehe Glieder ﬁ‘*‘j‘ﬁ(x}
Werschwinden, dass also nur die Potenzen bzw.lolynome der einzel-

nern leilmatrizen iibrigbleiben:

‘f(ﬂt) 5 }O(Zﬁ[(d) & ?a(lﬂw) + ?"(ﬂ{,_}} A +§ﬂ{ﬂ%{...j) - ('fjll")

. himenlOsungen ersten und néheren lrades.

g

a. Erweliterter Begriff der Kigenlésung.

-

fls Bigenlésung der watrix (! soll im erweiterten sinn Jeder
Vektor gi bezeichnet werden, der die Glelchung
¢
@“de}"é{i tﬁ
erfiillt, worin t irgendeine positive ganze Zahl ist.
iin Vektor f£; , der die Bedingungen
=
@-Af) g 0, (135)
&
(=AD" 4 =1 (13¢)

o

prfiillt, soll eine "higenlBsung t-ten Grades" helssen. Zur Kenr

geichnung des Grades einer KigenlOsung dienen hochgestellte, in

eckige Klammern gesetzte Zshlen bzw, Buchsbtaben:

{31 o . o
é; = hizenlésung dritten Grades,

[

L o pigenlésung t-ter Urades.

L

her wurden rur Uigealésungen ersten Grades betrachtet,

o

1s}
die gemiss Gleichung (f:lj') and (43{;) mit t=1 die Bedingung er-

Fiillen :
get0 , Q-Ag)y: =0 .
line p-reihipge Matrix mit n voneinander verschiedenen khigen=
werten besitzt nur EigenlBsungen ersten Urades, bire Matrix mit
mehrfachen Eigenwerten kann entweder ebenfalle nur mnigenldsungen

eraten Graodes oder such sclche hiheren Urades besitzan.
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Beispiel: (vgl.auch Seite 745 )

3 o) 1
Die Watrix 0[ R R
¢ & R

hat die blgenwerte A, =14, A,= A3 =2, Dem doppelten Eigenwert A=2
enbspricht nur eine Cigerl@sung ersten .rades, also our eine

Ldsung der Gleichung (&-Zé}z = 0 ;3 es ist
£ 1. g 7 5 1 1

gi = -E .ﬂ {Eﬂ"zg) gz,' = "I'L [ ] "'-I'I- . —:‘I'I' = Ll'
=1 12 Sl el ) O

Ausserdem gibt es aber noch elne Higenlisung zweiten Grades 5*
die zwar nichi die Gleichung (X - 34‘-’] & =0, wohl =
chung (JL-2 éj § =0 erfiillt:

ar dle Tleis

(]

i  Sh W A O § 2
ot - ﬁz ¥ 2
() @) e 0L (3) -

b) bie Kigenlfsungen zu einem pw -fachen Kigenwert.

Hach Gleichung (42?) sind sambtliche Spalten der Linheits-leil-
matrizen ém und ebenco alle aus den Spalten einer solchen liatrix
| zusammengesetzten Vektoren Ligenlisungen ersten oder hiheren Grades
der uatrix(, denn jeder dieser Vektorer Zw °riillt mit deam ent-
gprechenden, py -fachen bigenwert /\M die Gleichung (ﬂ' AM é)m;;m =7

iie cben gezeight, besitzi jede der lkatrizen ém genau den
Rang pgp ., enbthdlt also unter ihren Spalten py voneinender linear
unabhangige Lipenlésungen v AGI (r=l,2,¢..4P@ )+ Jeder beliebige
Vektorkann gpemiss (?3“.’) ale lineare Zusammensetzung &sus diesen ing-
gesamt n voneinander unabhangigen Vektoren dargestellt werden.

Ausser den pgy ligenlOsungen gmw and den aus diesen linear
zusammengesetzten Vektoren zib¥ e85 keine Bipgenlosungen ersten oder

héheren urades, die dem Ligenwert AEE? entsprechen, also die ulei-

(0 - Ay f)r L =0 (13%)

erfiillen. Dean auch jede Ligenlisung gw liesae sich pemiiss (1’31"]

in.die n LigenlSsunpgen ﬁf"‘fv zerlepen,

ZZ Ay L . (138)

Vg
Foedy-

Dy pun jede Jinmﬂ.';'.;—.I'F:ﬂrnul;r'i}: fm nach Gleichung (ﬂ'g) and ('!"21})
s i F K 4

flen laktor (&= iwé} und negen ff’? = f{a} (Gleichung 42& ) auch
den vaktor (OC- Ay f) enthalt, gllt [ur jede dem Liganwert ’lii?

entaprechende lipsnlésung t-ten Urades nach Glelichung f{j?} fiip

fogod , guga-(fltee g (W w

chung



In Gleichung {433) verschwinden also bei Multiplikation mit 'ﬁ“ﬁ
alle Migenlosungea ‘éw flir K#é , und gﬂ) ergibt sich als lineare
susammensetzung der dem dert KIM entsprechenden Vektoren gﬁ‘;r
(21,2000, pw)

4, Hatrizen, die aur Eigenlosungen ersben Grades besllzen.

fine watrix mit mehrfachen Hipenwerten, die nur vigenlésungzgen
ercten urades besitzt, kann in gleicher Ueise, wie es friher
(Seite 93 ) filp Matrizen mit nur einfachen
Ligenwerten pmezelgt wurde, in Teilmatrizen vom Hange 1 zerlepgt
woerden, Zildet msen aus den n voneinander linear unsbningigen

enlozungsvektoren #; (i=1,2,...,n) und den entsprechenden Zeiler

i -
% der zu .}E=(ﬁ4ra‘1,"- én) reziproken labtrix y=ﬁf lie datrizen
“¢l7
g0 bezitzen diese Mabrizen die gleichen ~igenschaften wie die fri-

her behandelten Llemenbtarmabrizen
ol cfor i ffon=0 firirk Xy =f ; U40)
ﬁf'ém g )t.g '{a.‘ . &' = Z fl.' 'éa. - (HU

F)

Die katrizen éa; s0llen deher ebenfslls sls ilementarmatrizer be-
zeichnet werden. Der einzise Unterschied sepeniber einer vVatrix
nit nur einfachen bigenwerten besteht darin, dass die einem
Py =f=chen Agenwert entsorechenden P Elementarmatrizen nicht
eindeutig festliepgen, sondern erst dureh die willkirliche iWzhl der
Vektoren f,‘f':’l" (= 1l,.cue, Py ) bDestimmt sind.

Die Summey der einem bestimmten pyy -—fachen Ligenwert

nteprechenden Klementarmetrizen

ﬁﬂ{dp i zﬁ}l"%r {V:L,{.J,..,_l P‘”
ist von der %¥ahl der Vekforen ?’ﬁ}r apabbangie und ist gleich
daer entonrechenden Linheits-Teilmatrix f{;} , Denn : (435') folgh
'gm 'g"m'r = gﬂi fowl Yur =0 fur K#i
Daher ist mit (1%0) und (¢32)

tgr' i ﬁd Z. f‘x ffu Zfﬂl’dr Zfaw, Zél’ﬂ Zé'.w 6:4 Zﬁw

Pad,-- ST Ll L L | LA

gm = »éam,r . (‘f‘?}.‘.)
vt P
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Ferner gelten, wenn die satrix ﬂnu:‘ kigenlOosungen ersien Lra-
es vesitzt und folglich sumtliche bBpalten der Linheits-Teilmatrizen

w igenl@sungen ersten Lrades sind, die Uleichungen
{?ffﬁfﬁf : é"‘?" = /Lr,-; 5{;} : Je = -E Ay ﬁr} (14 3)

5 i 2

akpde et]. 5 3 besitzt die wigeawerte A =85,

1 4

A= Ay= 3. Die Zerlegung in Ginteits-leilmatrizen nach Gleichung

{19 ) und (23 ) ergibt

o

L’i}' llu-"g "u‘_'q' CI'EJ‘ _ll-r"l.a "'U,
&= Aot *Afm= (5,2 0% 0.2)s 3:[H2 0,6 -0,
0.2 ‘g 0. W2 0.4 O,

G P =

Die beiden kinheits-Teilmalrizen @&&uﬂd g&q erfillea die Dedingung
&'fﬁj s é‘h'}" ﬁ = Jﬁ; é{:‘_l .
Zur weiteren sufspaltung in Llementarmatrizen vom Hange 1
werden asus den Spalten jeder Linkeits-leilmatrix éﬂu , die einem
.pm ~fachen Ligenwert Af;} entepricht, willkurliiech pi) voneinander
Urabhingize Vektoren cewihlt und in einer listrix Jf ZusSanrense-
gtellt, z.3.

1 2 1

}f(f @n@) ii -Ei:% 'ii,g .X y P00 3

W Sl R T

I

e

fic klementormatrdx f"f é , ? 18t mit der Einheits-leilmatrix
ﬁf" identineh, ’ie beiden, dem higenwert /lf,_} =% enteprechenden (le-

mentarmatrizen sind

Ly B R 8 ¢ ), 8
feplls & B peplme(S BT )
-l _’-..I. 1 —'..","l’l' j-l’_]_
ithre Jumme igh gieich der Linheibs-lTellmatrix é'”,
anwendbarkeit der éeinzelnen Verfahren.
Baslibtal die au unbersugchende Malbrix ﬁ nar Lipenlosunzen erstel

s0 besbehl keline prupdsobzliche 1ri:?.t::'|’“:-’-'«11|--f_ fiir die Ver-

kellt der 1 le ftaclinitlben IV ... V11l beschriedenen Ver=

19 oden Glelchuncernr ¥, & Yo UMY ) und (143 ) folel
lurch .-Llciurl:] vou Yolbenwen uond Polynomen der wabtrix 9-':
1 dem i 1A EE Wi eschriebenen Naberunzsweze die m
adnhelitp—=teilmatrizen é{.f elndenties erpilleln kann, lnheibs=-
ellmablrizen vom Huaog f%}*"f upterscheliden sich von lementar—

trizen dudurch, dsos ihre Spallen elnsnder nichb proportionsl

| by



1l

L]
ind, und dass ihre Diagonalsumme nicht 1, sondern p@m betrigt.

vle dinheits-leilmatrizen sind jedoch ebenso wie plementarmabrizen

faran kenntlich, dass sie bei liultiplikation mlt der Natrix I
pder auch mit beliebigen Folynomen von .ﬁ% sich selbst proportional

hlei :
ks Hofw = Ao gr‘dl i

iitenso laest sich jeder beliebige Vektor 7 eindeutiz in m figen-
lésungen zerlegen, die den m verschiederen sigerwerten /h,,:; ent—
Eprechent e

E } =2 (ﬁm }«) =2 ay 7 A (41,;4)

i {l...:ﬂn i"'f“"r"‘

Die in Abschnitt IV beschriebenen Néherungsverfahren sind chne
Linschriokung anwendbar und die in Abschoiti VII (Seite 118 ©'[')
hierfliir angegevenen Konvergenzbedingungen gellen unveriandert auch
fiir den hier betrachteten Fall, Auch die Anwendbarkeit des lihe-
rungsverlahoens nach ibschnitt VIII wird durch das Zusammenfallen
mehrerer Eligeawerbe grundsstzlich oichb :bF:t:influsEI_'., wenn dambliche
Eigenlisungen vom ersben Grade sind und n susreichend genaue und
yecneinsnder unsbhéngige Neherungslésungen bekanclt sind,

i

_ pas Verfahren V kann ebenfalls ohne welteres verwendet werden,
sllerdings mit der Limschrinkung, dass, wie sul Seite 64 [ be-
hepdelt, nur diejenigen bigenltsungen erfasst werden, die in denm
pewehlben vVektor f},,#zﬂcmgm gnthalten sind, #Fails hierin Jeden
Ligenwert Aqﬂ {i=l,...,m) ein von Null verschiedener inteil dﬁygﬁj
entspricht, =o sind nach SGatz 1 und 2 (Seite b#}fﬁie Vekloren

@T.= 5{“4-§‘ {1’=1|.;..,Ih) voneinander unabhangig, dagegen der
Vektor Fmes = o™ d1 vea diesen sbhengig. Wan kaon dann zwar
sémtliche m nigenwerte .lﬂ1 und such die entsprechenden, ino }4
enthaltenen nigenlOsungsvektoren oy fw ermitteln., Ub es sich

aber beli den errechneten erten Aru um ein- oder mehrfache ligen-
werte hendelt, kenn nur durch eine zussbtzliche Rechnung (z.B. durch
wiederholung der :echnung mit einem anderen Vektor Fa ) fectze-
atellt werden.

Fir die jAnwendung der Verfahren nach Absehnibt VI und VII ist
das Vorhandensein mehrfacher Zigenwerte unwesentlicn, falls dsr zu
berechnende uigenwert ein einfacher ist. Fir die Berechnung mehr-
facher dicenwerte ist die Verwendung dieser Verfanren an sich eben-
falls mdzlich, im allgemeinen jedoch nicht zu-empfehlen, weil man
geiner Natrix nicht von vornherein ansehen kann, ob zwel ihrer
Ligenwerte einander gleich oder z,3. wenig vonelnsnder verschieden
sind. Gerade Iir den letzten i'all eignen sich die Verfahren VI und

fund Satz 3 (§.45), der in dem hier betrachteten Fall auch Fiir mehrfache 147
Eigenwerte guitig ist.




Y11 sehr schlecht. Es empfiehlt sich, diese Verfahren nur dann an-
zuwenden, wenn man mit elpiger Sicherkeit erkennt, 4ass ein Eigen-
wert alle anderen erheblich liberragt, besonders also dann, wenn
die Spalten der zZu untersuchenden matrix ( oder einer rotenz oder
gines Polynomes dieser liatrix) eine arngendherte Proportionalitit
erkennen lassen.

4, liatrizen mit Wigenldsungen hoheren srades.

a, hrzginzunzsmabtrizen.

Die Gleichung (743 )
51';6&1’: A&rﬁﬁ!
£ilt nur fiir sclche Linheits-Teilmatrizen der matrixﬁf derern
sémtliche Spalten Uigenlbsungen ersten Grades {(oder auch teil-
weise = O) sind. Entspricht dem betreffenden Ligenwert Ay eine
Nigenlisung hbheren Grades, S0 muss eine sclche (wie unter 2b,5.743
sezeizt] such in den Spalten der entsprechenden sinheits-leil-

- e

natrix ém enthalten sein, In diesem Hsll

(“"*fﬂé)'éﬁﬁﬂ i Otfa Ay o (145)

4
e+
o
et
Ly
L
i
)
yi)
4
ra
<y
1
1

m (0[ A é) (fﬁ

s2ll als ,erste Erganzungsmstrix" zu éﬁ:hezeichnet werden. uJenn
sie erginzt die Ungleichung ( 74§ ) zu der leichung

a- gm Ap ér-;r * fm

uvbenso moge 11]JL”L1D
£ = (ﬁ‘iﬁ:ﬁ) to (146)

als die s-te Lrganzungsmatrix zu ﬁ&ﬂ beseichnet werden,
robspricht dem Ligenwert zﬁﬂ eine Ligenldsung qw -%en Grades, je-
doch keine Ligeniisung hiberen als rﬁ}—ﬂah grades, so ist gemiss

Gleichung (435 ) und {’1%3 t :
-, A i Lkiity o) :
iSOGl 4o s0 = (AAaf) T =0 (47)

Aus Gleichung (79¥6) folgt fir das Produkt zweler sus der gleiw
chen Elinheits-Tellimabrix é'u ﬂ“fgtEqu+En srganzungsmatrizen

’éff: (&"{t’é)atﬁm und ﬂm < (- Afdé) éf-
gn?‘gﬁ:@ * ("::t‘"f‘h‘c:lé)IL é:‘- 3 gm

ity

(148)
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Jede l'otenz und jedes l'olynom der Teilmatrix lf’t{:j =0 f{-lﬁ

a4
Esel =2iclh 8ls Summe von ‘-fi{glil'ac',k'_eﬂ der Einpheitematrix »gﬁj ind
L X J L f F
frer Erginzungsmatrizen ém [ e ey 6&] darstellen:

. = &z. ﬁw = @mﬁ fr’(ﬂ*ﬂxfy f- gn? o /I(;f {m + .2 -ff.:‘r'} gfﬂ&"' f(f_’ ;
3 ¥ed 4 ¥-I 12 B T ha o =4
-'ﬁfj = &I{ém = ,—lﬁj'gﬁj "‘[ﬂ;lm -ﬁ.ﬂ ))l“ ff,f‘} A .+(ﬁ:—)ul; & {65_‘ -

bie satrix &Y selost ist gleich der Summe der teilmatrizen O
&"2 ﬁp'fgm 2 /&ﬁiwj
iy SN | btt'w-f-:r Epi=d
-Z()-néu +t;) Ay E{T .o o-é“_i) ,'l L—M—") (1”?9)

b,;ll

Jiese Gleichung #ilt such fir negative # , 2.B. fir ¢ = -1 :

0 Zl o) = Z (43"t A" e 03> G~ )
und =1 }_guméﬁ_n :

- ~free) L g, fl‘h"-,' L ot =) -
&2 (Aot -1 o W) M fo (o =)

it c158)
Die matrix D?f uté y Worin &« eine beliebige Zzhl sei, hat

die Eigenwerte i;. , dagegen sind die FEinheitsmabtrizen fﬁj und
aie hrganzun rematrizen P

. ((a-xf) -(Au-a)g) o = (A-2af) o
die glf&lcf*en wie die der Matrix [ . Die Cleichungen (#46) bis
(150) =zelten deher auch [lir die latrix (ﬁ"ﬂcé) wenn man die
Werte Ay  durch (Am ®) ersetzt, z.B.

wrd A petig ()t
) 7 3 (O o L5 Gl e i ) o)

(R ] (fff)

S v
n) Konvergenz der Matrix &,

Aﬁ}sei der dem Betrage nach grosste hlgenwert der wastrix 4
[ Ayl > 1Aal (i=2,3,.-4m) (152)
hatrizen, die keinen grissten kigenwert im Sinne der Unglelchung
(¢¥2) , sondern statt dessen zwel gleich grosse tigenwerte ver-
achiedenen Vorzeichens (z.B. zwel konjuglert komplexe .erte)
sitzen, werden spater noch besonders dDetrachiet.
Dem Eigenwert »{g}nﬁqen Tigenldsungen ersten bis hﬂ -Gen
grades entsprechen; es %ei L‘lSﬂ nach Gleichung {4'# ?)

(@) ™0 | B ) a0

Die Matrix ﬂ kann dureh den Ausdruck {44’9‘) als lineare ‘usammen-

getzung sus den m finheits-Tellmatrizen é{:} und deren Erginsunzs-—

ey
matrizen gm dargestellt werden. Dividiert man diesen asusdruck
Efa) =4,
durch den Foeffizienten von ﬁm , 80 erh#lt man
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¥=3

v : h S
A Z Z )«;:J e i ) 5 Rl
tu-f

\F‘ tia+d
(f“] ) Ha = H{ .- 7

|=41

)} fﬁ,} =i

orin der einfocheren Darstellung wegen dle fir die Lrginzungs-
pstrizen benutzte Bezelchnungswelse frf_u= (,ﬂ'-/‘m u{)-‘ﬁﬂ_ 5;&

puch Tlir $p;=0 , also fir die Einheits-Teilmatrix selbst ange-
wandt ist: fﬁjg' =6{='J'

Gie in diesem fusdruck vorkommenden Hoeifizienten von b(f.,!

eZug . P
Aw (5;.;.) ( ! ,l F‘? i { w! lly'—dw-fj
1 e {&:_J Syl (v-Sg)d T J 0N fg-a)! (P Cg+a)!

g
: Tiay =1
(v-tw*e4) ! (lw=a) A )F_ A
(v—=3i ) Sepd \ Ale) A e

konvergieren mit wacrs——cn{len ¥ sémbtlich mit Ausnshme des

Xoeflf ulerﬁten von ﬁwm gegen Null, fur {‘[.«Jlﬁ}f{ lem,! bewirkt der
Paktor (%ﬂ bei pentgend hohen #4r auf jeden Fall eine Konver-
1 -
ceny gegen U, auch wenn Sg ¥ AR | ist und dsher der Bruch
(v —tw +1) ! _ = (v=t 1) W-Ew)- .. .. '(F*ﬁ,{:}"‘{)
(V= 5)!

als ein rFolynom (&gi_:--fm M’) ~ten Grades im Z&hler steht. Fir
Awm =Af) , slec fir u;l_j_e vinheitas-Teilnatrix £z und deren
srginzunsematrizen 5{?}“{:‘“ (s = fm-'i) ist zwar (%J;I

4

dapecen steht im llenner des Folynom (e n.sf,;-‘f) -ten Orades
(r-s5) (V=-Sey=4)+ ... - (-t +2)

das mit wachsendem 4 jede endliche Zahl iberschreitet, so cass

auch diese i‘;cpfi'iziﬁn'ber‘ gegen .""-'U].J. mnvargie“eﬂ. ks dst also

Ve Ag)

c. .nwendberkeit der einzelnen Verfahren.

Jery dle zu untersuchende wWabrix Ck'bﬁﬁpnlﬁaunqen hoheren
s1ls ersten Urades besitzt, so 2ind die in dern asbsclnitten IVes.VILL
behandelten Verfehren nur mit gewissen llinschrinkungen anwendbar.
Ugs zilt besopders fiir die in den Abschnitten IV, VI, VIl und Vill
beschrievenen laherungsverfahren, die in dem hisr befrachueten
tall u,U. entweder iiberhsupt picht oder so langsam konvergleren,
dags eine prektlicche Verwendung nicnt in Betracht kommt,

falls nur solche Uigenwerte verechnet werden sollen, denen
gagscnliesslich Ligenlosungen ersien urades entaprechen, so er-

ceben siech durch dgs Verhsndensein anderer lLigeawerte mit ligen-
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losungen hoheren Grades keine besonderen Schwierigkeiten.

Verfeshren VI/VII.

Beisplelswelse kOnnen die Verifahren nach Abschnitt VI und VIL
cluiie welteres zur Berechnung des griossten Eigenwertes benubzt wer-
den, falls diesem, wie in dem Beispiel suf Seite 743 nur Rigenls-
sungen ersten urades entsprechen, Mit

1 9 e

1388
/5= O] ergibt eich l‘ﬂ? = : ﬂ.gs gal, &3; = 1 1344 | ;
U 188 2/ek

also bereits nach 3 [sherungsschritten eine gute Anndherung an die

genaue LEsung @f"lﬂ(%)

2

zZu
Intspricht jedoch auch dem/berechrenden igenwert /lm eins
sigenlisung zwelten cder Lhiéheren Grades, =o wird durch dern vin-

fluss der Ergénzungsmatrizen die Konveryenz wesentlich verzigert,

denn das ".'_{.}I"Th:.:;li-tr;iﬁ der loeffizienten, mit denen die lLatrizen
(B =2, : o) = ; : : i ; :
ém und éw in der matrix 11? ecthelten sind, betrigt
v=ty +1 ¥y )
A (tM e Ley =4

V—Eq+1 m = 1° =
;l{{] Cl.‘[-]"f) 4 tFJ e

Dieser Bruch konverglert aber rit wachsecdem WV nur sehr langssm
zegen Null.

Yerfehren 1V,Z.

Gleiches gilt I'lr das HEherungsverfahren npach sbsehnitt IV,2,
bei dem, wie in /Abschnitt VII, Seite 710 gzezeigs, als 4 -te
Kéherungsltsung sus dem gegebenen Haherungawert A' und der (v-1) ~ten
liaherungelosung ) der Vektor

g{'wd . (0= é)df = k. (k-4 t;/) g

errechnet wird. Die liatrix {&’AE} kann zemass Gleichung (*f.f‘f) eben~-

=i

fells durch die binheite-Teilmatrizen é{.} und deren Lrginzangsmatos
erdgn

L d
zen dergestellt/und konvergiert, sbgesehen von skalaren faktoren,
‘ : ¢ . : L =1,
gegen dle letzte nicht verschwindende srginzungsmetrix ﬁ:.; -

i (& __AméJtm—#' fi’” derjenigen llnhelits-Teilmatrix -g,;:; s derep
fipgenwert /Ie’u sich durch die kleinste Differenz f/{;;; A"l von den
benubtzten bhaherunpgswert Al unterscheldet, falls diesem Kigenwert o
nur higenlOsungen erslen Grades entsprechen, &0 konvergiert Cﬁ'/iz,)
Zesen éﬂ}. und die hechnung kann ohne besondere schwierigkeiten
durthgefilhrt werden. Lntsprechen dsgegen dem betreifenden (mehr-
Tachen) Eigenwert auch Bigenliesungen hoheren uUrades, so enthilt
(l‘?l. A ﬁ)-‘r ausEer ﬁfw noch die entsprechenden rr':.nz.un,_;smat:riz&l,

wodurch die Hunvergenz ausserordentlich verszdgerts wird,
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Verfahren LV.,3.

tipd geaiss Abschnitt IV,3 fir den gesamben Rechnungsgang
gine und dieselbe Niherungslisung é " -.:-.a[f,egﬂn die “;kﬂ.’-\'rhllﬂ neud
srrechnsten verbesserten Niherungswerte J.'J,A ,)sw -+» benubzd,
B0 ergeben -sich u.l. noch unginstigers Konver‘g,ea:zbedlngarlgeq.
L5 xanc selbst bei zut angendherten ferten é und /\ vorkommen,
dass das faherunﬁsv?r;ahren nicht nur schiecht konvergiert, son-

dern soger divergierd

Iinem coppelten Eigenwert Ali]' mige Deispielswsise eine

b i i1 A ..

Eizenlosung @m zweiten (rades entsprechen, Dann kann es zu

diesen L:Lfem'_jert nur eine einzige Kigenlosung ersten irades geben,
(g

1} ; £
nmllch t;.; (&*:imé)- o - Denn alle sus  f#w und
f,m :msa-.unerl_-:rezeuz,ten Vektoren sind ebeafalls Eizedbsunegen

ieiten Jrades

o ke
Die '.}].-;:3'.011.1115 (@’Am f)g =0 besitzt alsc in dlesen Fall nur
: : 4 i {7] - - :
eine einzige Lisuag gm . Die Hatrix (ﬁd“f)uau da den Ran

n-1: zwischen ihren o Spalten bestelht nur eine elinzig
slehung g (’“'h' Aiiven )= % 20,

h=qh
weno Ny A4 die Spalten der Matrizen & und é y Und X5 die
enbosprechenden Komponenben des Vekbors Zﬁjﬁ sind,. Ersetzt man
eine an dieser liceuaren Bezlehung beseiligte (=lsco von den uurlmen
(o~1) Spallben linear sbhangige) Spalte darch einen Vekbor é
der nicht zls lineare Zusummenselzung sus den Ubrigen (n-1) Spal-
ten darstellbar isbi, so erhdlt man eine dabrix vom dauge n, Ulese
dedingung erfillt jeder Vekbor g s der, pemiss Glelchunz (J"f‘f} *”
Eigenlosungsvektoren zerlegl, einen Anteil der Higealtsung ﬁfﬂ
enthalt,

In der guf Seile 40 abgeleiteten Gleichuny r?.SJ
AP0 DAY)

L s G (A : w)
enthalt nli.y.z die bDeterminante D (AW) als Yolynom von /l den Faktor
v, . s : =
().,M A ) dacegen besitzt die Ueberminante f, [)t 1 unter den obl-

i e} - . : s
gen Voraussetzunger bel A fj-:',-;r iberhaupt keine Hullstelle.

is ist also (r+4) ) Lﬂ)’- i‘-'J)
A B G (fl:u""‘ : Q(’l
T S SR W S .
wOrLn G.[‘l‘ ) eine Funktion won /l J.:?.'i‘,, die fur )\ -'—/1;_.;] aloern
endlichen Yert unud folpglich auch einen elndeutigen Lifferential-
guotienten hesitet, Der Dllferentialquotient

(07X _ (g A Q) = 2 (ha")- ROY)

wu_]

] j‘r.r.l
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(v
wechselt daher beim Durchlaufen des iertes A =-1ﬁrsein Yorzeichen.
Der LDifferentialquotient

bree) (v
%%m‘4 w{uu &6%)
ist also in der Nihe wvon A = laJau_ der einen Heite kleiner, suf

der anderen grosser als l. Das bedeutet, wie auf Seite 120 gezelgt,
daas das Veriahren in einem Falle langsam konvergiert, im anderen 4i
verglert, und zwar euch desnn, wenn der benutzte KNaherungswert Al
2ich beliebig wenig von dem genauen dert lh} unterscheidet,

Da eine Vorsussage, ob das Verfahren konvergiert oder diver-
glert im allgemeinen nicht méglich ist, uand da auch im ralle einer
Konvergenz eine sehr umfangreiche Rechnung erforderlich ware, ist
das Verfehren fir die Berechnung mehrfecher Eigenwerte, denen auch
lipenltsunzen hoheren Urades entsprechen, ungeeignet.

Verfahren IV,5.

Werden nach Abschnitt IV,5 sewohl die verbesserten lNaherungs-

lésungen ﬁtﬂ als die verbesserten Werte A™ fir die weitere
Naherangarechnung tenutzt, so sind die Honvergenzbedlaogungen we-
sentlich ginstiger, allerdings auch der Arbeitsaufwand grisser als
bei dem Verfahren nach IV,2 und 3, Nech 4 HNeherungsschritten er-
halt man, von skalsren faktoren abgesehen, den Yektor

gflﬁ’d = (&-J'g}ﬂ' /&_/{né'}-{ S a8 (:‘ﬂ'—rl m%,)—,f‘é 3 ’ (4}_.?)

(g1
wobel in den lMatrizen (1&‘4 '.) mit wachsendem 4 und zZunehmen-
der Anniherung des wertes A sn den gesuchten Ligenwert Ay die
letzte Irginzungsmatrix f&fJLﬂder dem Higenwert Ay entsprechenden
Kinheits-leilmatrix f&u immer stirker bervortritt.

Verfahren VILI,

Dgg Verfahren nzch ibschnitt VILL kommt bel katrizen mit - igen-—
losungen noheren Grsades deswegen nicht in 3Betracht, well die jAnwend-
barkeit dleses Verfahrens grundsitzlich auf solche n-relihigen Ma-
trizen beschrinkt ist, ir denen n voneinander unsbhiénglge Figenld-

sunzen ersten Grades in ausreichender Anng8herung bekanat sind; das
ist natiirlich piecht mOglich, wenn eine liatriX asuch bigenlOsungen
hoéheren Grades und daher weniger als n Higenldsungen ersten urades
besitzt. _

Verfahren V,

Im Gegensatz zu diesem Néherungsverfahren Kanc das Verfahren V

ohne welteres such dann angewandt werden, wenn die zu untersuchende
atrix ot LigenlSsungen hoheren Grades besltzt.
“in beliebiger Vektor gq kann nach der Glelchung

o= Zlgage) = Z 0" (155)

= e Loy 15§
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aindeulble in sigenlBsuagen ersten oder hbheren Urades zerlegl wer-
den, die den m verschiedenen Ligenwerten .-;\m Cidnlyeseyll) enbspre—
chen,

LIl UU ::_fa'.fl i § 1 '.‘hlhl T '31'1 DB _.'l..lj.. kil F{ 85 I Dl “.Dn..l ll"ul. ik ;-‘l"'.{ ﬂ

’V{MJ 7]'-(&-44;.,13) = N+, 4+-., +Cp, & rCrf (156)

worin z’tm die m vﬂﬂ-.alndnﬂer verschiedeénen Ligenwerte gind und ty
der Grad der in 4, enthalbtenen, dem Ligenwert Ay entsprechenden
Kigenlosung gm gﬂ, 54. ist. tilir einen bigenwart /\-ﬁ_; y dessen
pigenldsungen in G iberhaupt nicht enthalten sind, ist Iy =0
zu setzen.

as Polynom ]&H/ﬂ) erfiillt demn nach (f55), {’fé_ﬁ und (136)
die -Jleichunc G Ll
‘?/(/C?C,] ;, = T/fﬁ - Auy ,J ~ Z é{d 2 0 I

Qodyym

a” . 4-;:4.&‘“:14 e 2 tcpig =0, (457

ist zugleicn dss niedrigsce Polynom der Maurix V&, daz mit §4
maltipliziert U ergibt, Denn nur ein solches rolynom der katrix 4

s fiir jeden Ligenwers Jm dem raktor [ﬁi «{”é) # gnthalt, kann
beisultiplikation nJ.b j Zgw r.;hm hierin enthaltene Lizenldsung
.y =ten urades .:'-',i gwum verschwinden bringen, 1st gemass
gleichung (ffé) ;{/{?2) ein folynom ¥ ~ten urades, sc kunn es also
kein Polynom ‘5{-’"{&) seringeren, beilspielsweise (P-1)-ten Grades
geben, das die Bedingung g ; ;

V’/ﬂ)'?q = &y-ﬁ}; +C A gy # s ¥ Ly 'rﬁ_"j# + Cpy j«f"ﬂ

epfiillt, Die 4 Vektoren z},, ; ﬂl';l,,;_ Al m”'{ ] bt e Yy
voneinander unabhingig, und der Vektor {,92“{;:, gemiésse Gleichung
(157)von diesen linear abhingig. Aus dem durch die VekTorgleichung
(_‘1".5'?_) regebenen linearen uleichungssysten konnen =lsc die ¢ Hoeffi-

zianten €4, 6, Cy eindeutig berechnet werden.

ol
vie suflosung der ulelchung

w(x) =0 (15%)

erugiht dann entsprechend Gleichung {f‘)ﬂje t{-J—'r*r-lr:hs:z_- durzeln A‘M
{ir den pyy -Tachen Figenwert der Mabtrix K er man also eln

tm ~fache Wurzel (tti} < PH) der (ileichuag (fqu) und zwar isi
tey < P , wenn antweder dem Ligenwert Am noch aine in ';h nicht
enthaltene Himenlésuns héheren als i) -ben Grades entspricht, oder
auch -dann, wenn dem Eigenwert A{i} zvel oder mehr Ligenlosunpgen
ersten Grades entsprechen (vil.oeite 746 ).
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s sel noch bemerkt, dass man in dhnlicher Weise wie in il
schnitt V gezeigt, auch dle in dem Vektor 34 enthaltenen wigen-
lésungen ersten und hdheren Grades mit geringem Arveitsaufwand
berechnen kann. Bei der geringen praktischen Bedeutung des hier
betrachteten Sonderfalles kann davon abgesehen werden, hierauf
niher einzugehen,

C. Ligenwerte gleicher Grésse, sber verschiedenen

Vorzeichens,

naben zwel Ligenwerte zwar die gleiche absolute irdase,
aber verschiedene Vorzeichen, so kénnen die meisten Verfahren
Zensu in der gleichen ieise verwendetl werden, wie bel verschieden
grossen hLigenwerten,

1. Konjugiert komplexe figenwerte,

Die uatrix méze z.B., zwel konjugiert komplexe hizenwerte

vesitzen

A4=“*jﬁ JAL=“_Jﬁ d (}=JC?)
Uie Verfahren I bis III und V sird auch in diesem pFall ohne weiteres
enwendbar, Auch die [léherungsverfahren nach Abschaitt IV und VILL
kinnen an sich verwendet werden, allerdings entspreches hei einer
liatrix mit reellen Llementen den konjugiert komplexen Ligenwerten
guch konjugiert komplexe higenldsungen 54,1. = A :':J' .

| (ﬂ-{arﬂ;ﬁ)é}-(.ﬂrai{:’) =

Auch die Néherungsrechnung muss mindestens teilweise mit komplexen
Zahlen durchgefiihrt werden und ist daher ziemlich umstandlich,

koeh weniger eignen sichnzur Serechnung komnplexer Lizenwerte
die in den Abschnitten VI und Y11 behandelten Verlahren. .ie bereits
ausgefihrt, ist eine Verwendung dieser Ver’abren nur dann zu empleh-
len, wenn irgendwelche inhaltspunkte von vorn herein darauf hin-
deuten, dass die Lechnung rasch konvergiert, insbesondere also dann,
wenn der grosste Hipenwert der Matrix alle anderen so petrichtlich
uberragt, dass bereits die vorliegende hatrTix mehr oder weniger
annéhernd parsllele Spalten besitzb.

bind die beiden grissten Lipenwerte al;,,l; der Mabrix konju-
giert komplex, so ist diese Voraussebzung nicht erfiillt. bDen beiden
vipenwerten ,lijil » Von denen jeder nur einmal unter den surszeln
der stkulargleichung vorkommen moge, entsprechen dann, falle die
twlemente der Matriz reell sind, auch konjugiert komplexe Hinheits-

.ileil_m!:tr,-izun ,éf . @ ""j' ‘? : gz, e _@ ,_} .? ;

L o ok LR
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die im librigen die fir winheits-Teilmatrizen allgemein gliltisen
Eigenschaften (126),(128) besitzen., Es ist also ‘)
fofr= (B39 +[(FRIRI)=0 ; 4540 = (B-F22)+j(IRHF43)-0

ln der pﬂtenzieﬁten Matrix
o) (Y g+ (e 6+ () 6+)

‘mrscwlnuen bei genigend hohem Lxponenten J zlle inteile
(m_] lé far [A;] < [A4] zegeniber dern Antsilen der Teil-
matrizen b( und 4’-'1 . Bei sehr hohem 4~ ist also

V- e -"’d —j¥-dre j’# .
() - ™ " e B T R Y)
= 7R cos {r-an:r:f "%)*Z.?-sin {V‘ﬂrc{;f ’%f) . (“'59)

Dieser #Ausdruck &andert sich mit¥ wachsSendem Lxponenten
chne dzbei einem Grenzwert zuzusireben.

2, bntregengzesetzt gleiche Hizenwerte.

auch dann, wenn die beiden grissten Eigenwerte bei gleicher
dbﬂDJ.lltE.‘I‘ arosse entzegengesetzte Vorzeichen haben, alse im Falle
/1 = --)t,. ‘ Konver; iLI‘L die thbI‘ll‘;

:?.c"“ ZA éﬂ» A oo (A.,) gpl + Ay

sungen hoheren Grades nichst vorlles"eﬂ} nicht eindeutig. Lenn je
nachdem, ob ¥ gerade oder ungersde ist, erhzlt man

( J - fot b, . (160)

V=g
In diesen Frll ict allerdings eine Trenpung der beiden “lemen-
tarmatrizen in einfacher FNeise moglich, lst z,B. aus geresden Fo-
tenzen von U die Matrix ﬁ +f.:,_ und aus
i
WS (forfer) = A (e Eov)
der Ligenwert A, bLerechnet, so ergeben sich mit
A
o _t," ZoB e ﬁk/ﬁw*fa;}
(o e 7
I

die beiden Elemantsrmatrizen

0y bezw ég‘; = f fﬂ;*fﬂ) X f[f’r'fﬂJ-

*) Hieraus Folgt ubrr_qens
ﬁt:lﬂa ?l':_}:‘.t' 3'&.:2‘3'}:'?&3“




L. Vergleichende Gegeniiberstellung der verschledenen

Verlialhren.

Im Hinblick asuf die grosse Zahl und Verschiedenheit der Ver-
fahren, die zur Berechnung der cigenwerte und gegebenenfalls auch
der Ligenlésungen benutzt werden kénnen, erhebt sich die Frage:
Welches von 'diesen Verfshren ist das vorteilhafteste und [lhrt
am schnellsten und zuverliéssigsten zu dem gesuchten Krizeonis?

fs wurde bereits in der Kinleitung darauf hingewliesen, dass
diese Frage nicht etwa in dem S5inne besntwortet werden Kann, dass
irgendein bestimmtes Verfahren unter allen Umsténden sllen ande-
ren Verfahren vorzuziehen sei.

kine sbzéEhlung der bei jedem einzelnen Verfebren erforder-
lichen Rechenoperationen zibt zZwar einen Ueberdblick lber den er-
forderlichen Arbeitsaufwand, geniigt aber zllein noch nieht zur
Beurteilung der Vor- und Hachteile der einzelnen Verfanhren.
Je nach der gestellten Aufgabe und den kigenschaften der geaénanen
latrix kommen u.U. verschiedene Verfahren in Batracht. Feruner
gind die zur Verfiigung stehenden rechnerischen Hilfsmittel und
die Fihigkeiten des Rechners zu beriicksichtigen, Auch die an die
Gensuigkeit der Ergebnisse gestellten .niorderungen missen bel
der Auswahl des Verfshrens beachtet werden.

1, Die anzahl der erforderlichen Bechencperationen.

rFast slle bei der hrmittlung der wigenwerte und EKigenlosungen
zen, rroduktbildungen sus Hlabtrizen und Vektoren usw., =setzen sich

tion, Multipliketion, Divislon) zusammen. Wean kann daher den er-
forderlichen Arbeitsaufwand im vorasus abschitzen, indem man die
inzahl der erforderlichen Rechenoperationen bestimub.

Die wultiplikationen und Divisionen bilden im allgemeinen den
grossten leil der iechenarbeit. vie snzehl der eingelnen Lultipli-

chen Arpeitssufwand., vie Additlonen und Subtraktionen sind fur die
aus folgenden Grilnden:
ist meistens geringer als die der Wultiplikationen und Divi-

gionen (vgl., z.B. Seite J...8)
2.) Bei dieser Zihlung sind cSummen sus m Zahlen wie {m-1)

Summen sus jJe 2 Zahlen gewerbet; in Wirklichkeit ist der

Arbeitsaufwand geringer,

in Betracht kommenden Rechnungen, insbesondere Eliminationsrechnun-—

in irgendeiner Weise sus den 4 Grundoperatioren (Addition, oubtrak—
28

kationen und Uivisionen gibt daher einen Anhalt fiir den erforderli-

Beurteilung dés Arbeitsaufwandes von geringerer Bedeutung, und zwar

1l.) Die Anzahl der erforderlicien Additionen upd Subtraktiocaoen
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lehe (n=
Seite S 4 5 3) 7 8
ie Verfahren zur
UmtUoraang der
Sakulargleichung |
Abschoitt Ia 5 13 81 06 2955 2rb0% 02395
b © 12 46(45) 145 411 1092 278
c & 19 54 113 213 - .
4 13 15 %8 84 159 269 411
Iia 20 13 42 109 254 557 1178
L+ 2Z 12 4z 115 282 636 1370
S 27 14 57 157 48 672 1179
einzelne Detern. 26 9 2 4% i 11% 174
) b1 26 B8 140 250 406 olb
B. Lrmittlung der
Lizenlosungen
1 Eigenlosung 6 17 36 85 106 161
desgl.nach V 63 4 11 21 34 5C
Vorscihiag Dr Zech * A 19 29 4 55
n Ligenbsungen 18 R8 180 299 74z 1288
desgl.nach V 12 42 97 134 10 482
Z. MNéherungsverfanhren
Iv,1 (l,.08h.-8chritt) 23 48 85 136 20% 285
1, 7 o M S 21 31 4% 57
A2, lah.~5chritt) 7 16 28 47 71 104
5 21 45 al 131 197 281
Vi{l, syam.hatr, }43‘? 9l 208 LAg] S 1078 16
unsymm,"* 35 240 4775 B28 1323 1984
o Mult.viilatrizen
und Vektoren
] 16 25 %6 49
Xy : :
vT | OF- " (symm) 24 58 i3 209 322 484
EHJ «  {unsymn, ) 2 B4 125 216 5443 512
At (symm.) R & @5 111 178 260
b (unsymm, ) 24 58 "5 201 aLr 484
l[f":?'
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%,) Bel Verwendung von hechenmaschinen ist flr Summenbildungen
oft iiberhaupt keine zusétzliche Arbeit erforderlich, well die
als Produkte errechneten Summanden sich im Rrgebnis—- oder
Speicherwerk der Waschine von gelbst addieren,

Die inmehlen der erforderlichen wultipliketionen und Livisionen,
die bei der Behandlung der einzelnen Verfehren bereits erdrtertwer-
den, sind auf seite #57noch einmal zur Uebersicht zusammengestellt.

Diejenigen Verfahren, die im wesentlichen dem gleichken Iweck
dienen, sind je in einer Gruppe zusammengefgsst. Die Verfahren der
Gruppe A dienen im wesentlichen dem Ausmultiplizieren der Sekulsr-
zleichung, also der Umwendlung der siékulardeterminante (Gleichung 2)
in eine Potenzreihe {Gleichung 3). Hierzu gehdren die Verfahren der
ibschnitte I, II und 111 1, ferner auch das Verfahren nach .~b-
schnitt V, soweit es zur Berechnung der ibigenwerte benutzt wird.

Bei dem Verfehren noch Abschnitt 11 ist ausser dem gewdhnlicher
Verfakren (a) mit gebrochenen Kceffizienten such das auf Seite 21..22
erwihnte Ganzzshlenverfahren (b) verlicksichbtigt, wobei als “echen-
operationen nur die Multiplikationen gezéhlt sind, nicht dagegen
die sls Rechenproben zu wertenden Kirzungen. Die zu 111 @zngezebenen
Zahlen gelten fir den Fall, dass (n-2) Determinanten I)(&J herech-—
net werden miissen; ist eine Determinante Dfe;) im versus bekannt,
so vermindert sich der noch erforderliche Arbeitsaufwand um die
ebenfells in obiger Tabelle angegebene wsnzanhl ven Multipliikatiohen
und Divisionen, die szur Berechnung einer gewthanlicher Determinante
n-ter Urdnung pebraucht werden.

Unter B ist der zur Berechnung der kigenldsungen erforderliche
irbeitsaufwand angegeben., Das elementsre Verfahren bezteht in der
sufldsung eines hemogeren Gleichungssystems mit n Unbekannten.

Der in Abschnitt V angegebene Weg im sanschluss an die Berechnung
der Ligenwerte erfordert einen wesentlich geringeren Arbeitsaufl-
Wand.

Die Gruppe ¢ umfasst die Widherungsverfahren der Abschnitte IV
and VI_I, bei denen niéherungswelse bekuannte “ipenwerte und Ligen-
lésungen zur Perechnung verbesserter laherungen benutzb serden,

Als Gruppe D sind schliesslich die in ibschnitt Y1 und V11
behandelten Héherungﬂverfanren angetiibrt. Bel diesen ist der Um-
faung des erforderlichen irbeitsaufwandes hauptsichlich durch die
anzahl der erforderlichen Naherungsschritte weatimmt, Um auch hier
einen Vergleich mit anderen Verfahren zu ermdglichen, ist die An-
zahl der Iinzelmultiplikatiecnen fiir die rrodukbtbildung sus elnem
vektor und einer Matrix bzw, sus 2 Matrizen sngegeben.
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Die obige Tabelle zeligt, dass dss Eliminationsverfahren nach
itbschnitt Id eine bedeutend geringere Anzahl von Multiplikationen
‘und Divisionen fordert als die melisten anderen Verfahren. Mir das
Ausmultiplizieren der Sékulardeterminsnte sind demnach weniger
‘sultiplikationen und vivisionen erforderlich als belspielswelise
fir die Produktbildung aus zwel Matrizen. Trotzdem bisten u.U.
‘auch andere Verfahren wesentliche Vortelle.

2. Die gesuchten bigenwerte und Eigenldsungen.

Mir die Auswahl eines geelgrebten Verfehrens izt es vor allen
Dingen wichtig, ob samtliche oder nuar einzelne Ligenwerte und ge-
gebenenfalls auch ligenlésungen bherechnet werden sollen, Fur die
Bestimmung einzelner Ligenwerte eignen sich oft Néherungeverfahren
(z,B. gemiias Abschnitt 1II 2, IV, VI und VII), Fiir die Ermittlung
samtlicher Ligenwerte st im allgemeinen zweckmissig, die Siékular-
gleichung nach sirem der unter Gruppe A zusemmengestellten Ver-
fahren (I, 1I, II1l, V) suszumaltiplizieren und hieraus die n Ligen-
werte zu berechnen, Ule Ndherungsverfghren IV und VIIl kdnnen dann
gegebenenfalls noch zur Verbesserunz nicht gemiugend genauer Lrgeb-
nisse verwendet werden, :

falls susser den higenwerbten such die entsprechenden Eigen-
lozungen gesucht sind,; so0 wird msn diejeaigen Verfahren bevorzugen,
bei denen asuch die Berechnung der Ligenlésungen mit moglichat ze-
ringem Arbeitsaufwand durchgefiihrt werden kson, Hierfir elgnet sich,
wenn ssmbliche hizenwerte und Eigenlosungen bestimmt werden sollen,
besonders das Verfahren nach Abschnitt V.

%, kigenschaften der Matrix,

Die Wigenschuften der dureh das Gleichungssystem (1) bazw,
durch die ‘dkulardeterminente (2} megebenen Matrix

or = (*f"‘_ﬁ_ """ 2
L T T ]
2ind oft entscheidend fiir die Auswahl eines gesig

=

neten beresech-

nunzeverfahrens,

| a) hlemenbe &y =0 .

Oft wird ein Teil der klemente &, =0 sein., In diesem Falle
vermindert sich der Arbeitsaufwand bel samtlichen Verfahren, aber

bel den elnzelnen Verfahren in verschiedenem Masse., Sind c.bB.

Matrlix umgeben, samtliche llemente & =V (“-'Kf?.. 2) s B0 kanh )
das unber Ia behandelbe dusmultiplizieren der einzelaen Gleder der

{518 |
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pakulardeterminante angewandt werden, denn von den n | Gliedern
sind dann nur
(e,
4 2 Cyn LT

Glieder wvon Null verschieden, also

el w & 2 0% . & 5 5 7 8 10 15
statt nl = 2 B B 320 R0 B BOREE L ia i iiiiisaess
nuar c % 5 a8 1% 21 Yy 89 987

Glieder, wobel geméss Abschnitt Ib noch gewisse Vereinfschungen
mézlich sind.

Auch das Eliminationsverfahren nach Id erfordert in diesem
nonderfall nur einen verhiltnisméssig geringen Arbeitcaufwand.
Statt der auf Seite 42..13 ermittelten Zahlen brauchen nur

{5n—?£{n+4) + 1 Produkte oder Juotienten

aus je zwel Zahlen berechnet zu werden., Besondersz bequem lassen
sich bei einer derartigen liatrix einzelne Determinsnten berechnen,
wofiir nur 3(n-l) Binzelmultipliksticnen und -divisionen erforder—
lich sind. Dsher konnen zuch die in Abschnitt IIIbeschriebenen
Verfzhren oft mit Vorteil wverwendet werden.

b)) Bymmetrieeizenschaften,

Ferner kdnnen Symmetrieeigenschaften der Matrix oft bei der
Jerechnung der higenwerte ausgenutzt werden, Line zur Hauptdiago-
nale symmetrische Matrix (ax = a, fur i, K e R

ergibt z.B., wenn maen sie mit sich selbst multipliziert wieder eine

n-{n+4)
Z

perechnet zu werden brauchen, Auch bLel snderen Umformungen, bei-

: : L H .
symmetrische Matrix, von deren n” Elementen demnach nur

splelswelse bDei der Anwendung von Eliminstionsverfehren bleibt
bel geelgneter Anordnung der Kechnung die Symmetrie oft erhalten,

fiine Mabrix, die zu beiden Disgonalen symmetrisch ist, kann
durch eipne einfache Umformung in zwel latrizen geringerer Urdnung
gespallben werden, indem men in dem Gleichungssystem (1) anstelle
der Unbeksnnten x,, X, ,...,¥% die neuen Unbekannten

_ Xg 4+ Kn . Kz * Xpay SR e T SR : -
WFmby e R, B s ;---(:5"1

LR
_ Ky=4&n Xy = Ky Xe — Knwo-¢ . Med
2= .4.2' 4 zh-—.c'_'_"T'_ PR ‘,'_l"” 3 LE ___2,_ L e {I'ﬁ T)

einfihrt.
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¢, ) Matrizen mit dem ein- oder mehrfachenjﬂig;nwert Nuall.

Die Ueberfiihrung einer Matrix in elne NMatrix geringerer Urd-
rung 1st auch dann mdglich und im allgemeinen zu empfehlen, wenn
man aufgrund irgendwelcher Umstinde erkennt, dass die gegebene
latrix den eln- oder mehrfachen Eilgenwert Null besitzt,
Die dem Zigenwert A = O eantsprechende Ligenldsung Zo {bzw. bel
mehrfachem Elgenwert U mehrere Figenlosungen) findet man durch
Auflosung des homogenen Gleiahungssystems £3~z,= O, In der Glei-
chung {ﬁ-dﬁ)-é = 0 kann dann (= a ,+;¢ zesetzt werden,
worin ? elrn neuer unbekannter Vektory in dem jedoch eine der n

Komponenten,z.B., die Kompernente Z, fehlb:

Ay 8- L, .
g_:_ Iy, ik & Xpyp v By

“-rl'l a- Apn*tEn
413 n~-te Unbekannte erscheint hierinm noch der skalare Fakbtor a,
der jedoch aus der Gleichung
(-Ag)(agor3) = (-A¢)-3 —a-A g
mit geringem Arbeitssufwand eliminiert werden ksnn; kierfir sind
nur {n-1) Divisicnen und {n—l}z Multiplikationen erforderlich.
Die gleiche Umformung in elne liatrix geringerer Ordnung
empfiehlt sich ilbrigens oft auch dann, wenn ein beliebiger Ligen-
wert der Latrix samt der entsprechenden Eigenlisung bekannt ist.

d,) Unpecrdnete Gleichunzssysteme,

Anstelle des gemiiss Gleichung (1) geordneten Gleichungssystems
wird oft zunachst eln Gleichungssystem der allgemeineren l'orm gege-
ben sein (a,.,—ﬁb«)x,.+_.-.. +(am-Ab) Xn =0

A o ENET R ¢ ol SR A e (161)
(an..f--ibn")xd* =W W o W + (ann “n‘}ibnn}xn tﬂ

oder in Mstrizen - cchreibweise
(on-1%) ¢ =0 (tet)

Lin solches "ungeordnetes" Gleichungssystem kann in ein gemass (1)
geordnetes Gleichungssybstem

& -Ag)g =0 (162)
umgeformt werden, indem man alle susserhalb der Hauptdiagonale
stehenden Koeffizientern von A , also alle by (l:'#H) eliminiert,
(ban dividiere z.8. die erste Gleichung durch by und addiere sia,
nit —=by (l=2,.0.0.,11) multipliziert, zu der i-ten Gleichung
agw ). Mir diese Umlormung sind, falls slle @ und by #0 sind,

%,n"h_]J_e;j_i_.]_i';{:_a.'l;j_unen und Livisionen erforderlich. o
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Der Arbeitsaufwand verringert sich u.U. wesentlich, wenn eiln
Teil der Elemente in einer der beiden Watrizen = © ist, S5ind z.B.
in der Matrix & ausser der Hauptdiagonale und den beiden die
Hauptdisgonale einschliessenden Schrégreihen sémtliche Llemente
bix=0 (li-xl Z 2) , so geniigen fiir die Uaformung in das Glei-
chungssystem (1) J3n*-2 Multiplikationen und Divisionen., Diese
fanl verringert sich sul 2n*+3n-% , falls Ffir slle [i-k/Z2
guch aix =0 ist. Falls in der Matrix & mehr ilemente den Wert O
besitzen als 1in der I'.'Eatrixz', g0 ist es im allgemsinen zweck-
mos8ig, durch Klimination der ausserhzlb der Hauptdiagonale stehen-
den Llemente @i statt (762) die uatrix (A™E-A g) a2 besbimmen.

Fir einen Teil der bveschriebenen Verfahren sird solche Um-
formungen nicht notwendig, sondern man kann unter geringen Abéne-
derungen einzelner Verfahren unmittelosr das Gleichungssystem (761 )
Yervenden. Das gilt besonders fiir die Verfahren der iAbschnitte I,
ILL und IV, E

Die Anzahl der flr dile Umformung des Gleichungssystems (767)
erforderlichen Mulbtiplikationen und Divisionen ist in folzender
Tabelle zusemmengestellt, Zum Vergleich sind die entsprechenden
Zahlen zur Berechnung eliner gewthniichen Leterminscte hinzugesetszt.
Diese zeigen, dass dle bel dem Verfahren nach aAbsachnitt I1L zu be-
rechnenden Determinanten u.l. einen geringeren Arbelibtsaufwand er-
fordern, als die Umformung des Gleichungssystems.,

n = 2 % 4 ) = 7 &

unformung von Gleichung(fef )| Anzahl der erforderl.wult,und Div,
in Gleichung (1)

Alle a., und b #0 0 36 - BA 175 506 49( 736
b =0 fGr li-x]E2 it 25 AG P EEES f0% . 145 190
Ay =bix=0 = " " iC 235 40 &l 86 1l 148

‘Beregchnung einer Leterminsants

blle @& #0 2 g 22 u% 74 117 174

wn

H 1l 14 & 20

M

Ay =0 far [~k ZZ
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g.,) #eitere besondere Limensachaften der Watrix.

Weitere, fiir die Auswahl des Berechnungsverfahrens u.U. wich-
tige Ligenschaften der Wabrix sind z.05.:

angendherte Proporticnalitét zwischen den einzelnen spalten
der uyabrix (Eiguung fir die Anwendung der Verfahren nach Abschnitt
¥I and VII);

kleine ganzgahlize ilemente (man wird dann solche Verfahren
pevorzugen, vei denen mdglichat die gesambe Rechnung mit ganzen
‘zahlen durchgeliihrt werden kenn);
starkes hervortreten der Hauptdisgonal-lilemenbte gegeniiber den
anderen slemenben der betreffenden Spalten und Zeilen (u,U. Anwen-
dung der Niherungsverfshresn nach Abschnitv IV oder VILI, wobel die
Spalten der fipheltsmatrix als erste Annsherung fir die Ligenlé-
sunzen bebtrachtet werden kdnnen).

4, Vermeidung von Hechenfehlern.

Besonders wichtig ist es, daess Rechenfehler vermieden werden,
Ans diesem Grunde ist ein moéglichst einfacher und lbersichtlicher
Rechnungsgeng in jedem Fall erwiinscht. Das Eliminationsverfteshren
nach [d, dessen Anwendung immerhin eine 2ziemlich sngespannte Auf-
merksamkeit erfordert, ist dsher trotz des verhaltnism&ssisz gerin—
zen notwendigen Arbeitsaufwandes nicht in allen Fallen zu empfeh-
len, Fidhigkeiten und Uebung des Rechners spielen hler eline wesent-
liche Rolle.

FPerner ist zur Vermeidung von Rechenflehlern eine laufende
Jeberwachung cer Rechnung und besonders eine Nachpriulung der ind-
ergebnisse durch geelgnete Proben zweckmEsslg. Lin ganz sicherer
fRechner wird u.lU. auf Zwischenproben, wvielleicht sogar auch aul
die Lndproben verzichten k&nnen. Bei wichtigen Hechnungen sind

allerdings nndproben meistens auch zur Kachprifung der errelichten

Gensuigkeit unerlasslich.

Die einfachste und zugleich zuverléssigste ndprobe besteht
in dem iLinsetzen des errechneten Ligenwertes A; und der ent-
aprechenden Kigenli=ung 5‘ in die UGleichung (ﬂﬂ-»{é.}'é =
Dliese Frobe ergibt zugleich den Vortell, dess etwa festgestellte
Abweichungen in einfucher Welse nach Abschnitt 1V zur anschtrugll-
rhen Verbesserung der Gensuigkelt benutzt werden kinnen, Voraus-
sethung fiir die anwendbsrkeit dieser irobe ist, dass ausser den
Lipenwerten auch die entsprechenden Ligenltsungen berechnet werden,
wofiir dich das Verfihren nach iAbschnitt V besonders elznet.
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Zwischenproben zur lsufenden Ueberwachung der Rechnung kinnen
in bekannter #eise z.B. sls Summenproben, in gewissen Féllen auch
als Teilberkeitesproben (vgl. Seite 21 ) durchgefiihrt werden,
Summenproben eignen sich besondere zur Ueberwachung von Lliminations-
rechnungen und gewihrleisten einen ziemlich sicheren Schutz gegen
eigentliche Rechenfehler, bei zweckmécsiger Anordnung such z.B.
gegen Vorzeichenfehler, Bei einzelnen Verfahren konnen jedoch auch
Fehler vorkommen, die durch dieee Froben nicht chne weiteres er-
facst werden, belspielsweise Verwechselung von A -Potenzen bei
Verfahren 1 4.

Durch derartige Proben erhdht sich der Ffir die einzelnen
Verfahren erforderliche Arbeitsaufwand u.U. betriéchtlich,

-

5., Beriicksichtigung der technischen Hilfsmittel.

Die flr die esinzelrnen Verfahren ermittelten iLnzzahlen von
einzelnen iMultiplikationen urd Divisionen geben besonders dsnn
ain ziemlich zutreffendes Hass fiir den insgesamt erforderlichen
Arbelitsaufwand, wenn die Rechnung ohne die Benutzung irgendweloher
technischen Hilfsmittel durchgefiihrt wird. Bei gewthnlichem
gschriftlichen Rechnen erfordern die einzelnen dultiplikationen
und Divisionen den grissten Arbelitsaufwand, wihrend demgegeniber
die Summen- und Diff{erenzbildungen kaum ins Gewicht fallen.

Diese Verhiltnisse &ndern sich u.lU, wesentlich, wenn man die
zur Verfiipgung stehenden technischen Hilfeaittel beriicksichtigt.
Als solehe kommen in Betrachtb:

Eechentafeln, beispielsweise Logarithmentafeln,

Hechenachieber und &hnliche logarithmische Hechenwerkzeuse,

Hechenmaschinen verschiedener Art,

Die Verwendung won logarithmentafeln wird im allgemeinen auf
solche Félle beschrinkt bleiben, in denen aus besonderen Grinden
die Gensuigkeilt des Rechenschiebers nicht ausreicht und elne
Rechenmaschine nicht zur Verfligung steht, Beim Rechnen mit der
Logarithmentafel besteht die zeitraubendste Arbeit in Aufechlagen,
folesen und lnterpolieren der einzelnen Zahlenwerte. Die Multipli-

kation oder Division zweler Zsbilen erfordert 3 solche Ablesun

it
{2raktoren und 1 Lrgebnigwert). Vesentlich vortellhafter ist die
Verwendung der Logarithmentafel fur die Berechnung eines rfroduktes
aus % oder mehr Zahlen; denn flr ein Irodukl sus p +1 Zahlen

(= p Einzelmultiplikationen aus je 2 Zaklen) sind nur p +2 Zahlen-

werte sus der lafel sbzulesen, Bei der Verwendung von Logarithmen-
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tafeln kuenn es daber u.U, vorteilhaft sein, Leterminanten glied-
welse ausgzumultiplizieren (vgl.Abschnitt I a).

Bel Verwendung eines Rechenschlebers, der sich trotz selner
begreunzten gensuligkelt besonders fiir dberschligige Hechnungen gut
eignet, ist der Arbeltssufwand fir eine lMultiplikstion oder Divi-
sion u.U. geringer sls fir dle Addltion zweier Zshlen. Besonders
bequem kOunen nacheinsnder Divisionen und Multiplikationen auspe-
flihrt werden; dleser Vorteil des Rechenschiebers kommt hauptsich-
lich bel sllen Eliminatlonsverfshren zur Geltung. Rechenschieber
mit Reziprokbeilluny eignen sich auch sehr gut fir die Berechnung
vor Produkten aus 3 ¢der mehr Fakboren.

Bei Verwendung von Hechenmaschloen breucht bel den meisten
hier in Betracht kommenden Rechnunger nur der Arbeitsaufwand fir
Nultipliketionen und Divisiovnen berilicksichtigt zu werden. Die
Sumnlerung mehrerer rrodukis eriordert oft uUberhaupt keine zu-
zétzliche Arbeit; beli Vorhandenseln eines Summenspelcherwerkes.
(mit Vorzeichen-Berlicksichtigung) kenn mit einem einzigen Hand-

f das errechnete Frodukt aus dem Lrgebnlawerk zeléseht und
in das Speicherwerk iUbertragen werden, Die bel den Verfahren
IV svs VILI erforderliche Multlplikation von Vekbtoren und Matrizen
besteht in der Berechnung von 3ummen aus mehreren Crodukten, Diese
hechnung lEsst sich daher mit RKechenmaschinen besonders beguem
und einfach durchfihren,

I8 seli noch bemerkt, dass fir Rechnungen dieser Art, besonders
fiir die Produktbildung aus Vektoren und labrizen oder sus zwel
Matrizen in verhaltnismédssig einfacher Weise auch vollselostbabige
Hechenmaschinen, ebtwa nach dem lochksrtensystem, sntwlckelt werden
konnen, wihrend die vollselbsttétige lachblldung von iliminations-
verfahren und Determicantenrechnungen wesentvlich umsténdlicher ist,




6. Anforderungen sn die Gensuligkeit der Krgebnisse.
L3

a) Erforderliche und erreichbare Genauigkeitb,

Die Genauigkeit der Rechnung ist im sllgemeinen dadarch bhe-
grenzt, dass nur eine bestimmbte Anzahl von Dezimalstellen beriick-
slchtigt werden kann. Bel Verwendung des Rechenschiebers ist dissze
Grenze durch die Ablesegensuipgkeit festgelegt, bei Hechentafeln
durch die Gensuigkeit der Interpolation. Bei Verwendung von Rechen-
meachinen kdnnen on gich 8 oder mehr Dezimalstellen erfasst werdeh,
Da jedoch einme derart hohe Genauigkeit im sllgemeinen nicht er-
forderlich ist,wimd man sich meistens mit geringeren Stellenzahlen
begnigen xénrnen. lline Ubermassige hanauigkeit der Rechnang ist vor
allem dann wertlos, wenn bereits die klemente der pegevenen Matrix
nur angendherte, abgerundete oder auch z,B. durch dessung ermit-
telte und deher mit llessungenauipgkeiten behaftete Zahlen sind,

Fir Beurteilung der erreichbaren Genauigkeit ist ez daher
oft nitzlich, die durch die Ungensuigkeit der flemente bedirgten
Fehler in den lrgebnizssen abzuschatzen,

is wurde vereite friher ( Seite 13Jf ) dsrauf hingewiesen,
dass vel mehrfachen Eipgenwerten und ebenso such dann, wenn der
betrachtete Ligenwert sich von einem snderen Ligenwert nur wenig
unterscheidet, u.U., schon sehr kleine Abweichungen der :lements
genigen, um eine verheélinisméssig grosse Aenderung des oetreffen—
den Ligenwertes zu bewirken, Handelt es sich dagegen um cinen
einfachen Ligeawert, so kaan der grosstmbiliche durch die Unge-
nsuigkeit der -lemente hervorgerufene Fehler des errechneten nigen-
wertes in einfacher Welse abgeschitzt werden.

b) Bestimmung des durch Ungensulgkeiten der gesebenen

watrix hervorgerufenen Fehlers in den bLrmebnissen.

Hwtt der genaouen Matrix I sei beispielsweise die latrix
o ﬁ+£<‘5’-',-:,c;5o'aan, deren klemente A =aix + £bix sich nur um
geringe Betrage g-by von den Llemenben der Matrix @f unter-
scheiden, Uie¢ Ligenwerte A der Matrix A sind durch die Glei-
chung f&—hé}' <0 festgelegh, dle higenwerte A, = A  +d, der
Matrizx ' durch die Gleichung Iﬁik-iféf =0, lig 3011 festge—
stellt werden, in welchem lass ein bestimmter elnfacher Eigenwert
Ax durch die Ungensuigkelt dexr LElemente beeinflusst wird.

Uie Leterminanten ,'Iﬂl-lﬂ und Iﬂ'-lél ktnnen, indem A= Ag+ g
gesetzt wird, als Polynome von g dargeatellt werden:
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!(GI'_J" g)_-géj = §n "ﬁn-ig * Gn-s ga—;... {fﬁi}
[ Rl gl v g, (6%

Die Koeffizienten Gv und g,f (V=1,...,n) haben fiir die Matrizen
(ﬁ’-,f,‘g ) baw, {ﬁ"-ixé} die gleiche Bedeutung wie die in Ab-
schnitt 11 (Seite 15) betrachteten Koeffizienten g, (V¥ =1,..,n)
fiir die Matrizx O . Sie Lc::rmen dem:;em 488 entweder durch die Ligen-
werte 4£; =A;-Ax  Dbaw, g.; =Ji, ~Ax “als Summe der Hauptunterdetar-
minanten 4 -ter Ordnung dargestellt werdan:

= X 4 = Z(a.i-,l )

E e
91-.512 the ZZ] 00 8
i G (165)

SR T < Joa-deg |

a‘l‘"’ = o aw -ann_

Aus 'gu = Ax -4k =0 folgt 9n=
Mr 9 14 gilt, indem msn mit wu; die Hauptunterdeterminanten
(n-1)=ter Ordnung der Matrix (i?f J;g} oezeichaet,

8 g,

.H i Rlen
Die n l-*reclukteﬁﬁ,. sind =mus je (n-1) VWerben ﬂ; Zu bilden und zu
sunmmieren. Da nur eins dieser Produkte von Hull verschieden ist,

wihrend in allen lbrigen der Fakter fx’ O vorkommt, ist
goi® BE: 2 F g (166)

Llat .-l,,- ein einfacher Ligenwert, so ist also ?H_f*. ¢

Der Ausdruck (f@4 ) verschwindet fliv A.,‘-r--ga-i,: , also
% o Aﬂl‘lh = dﬁx i
'~ q. Ly d " = (167)
gn'?n‘&du*'ﬂ-n-l Jx"--‘--"—' x =0

Uvle hierin vorkommenden Hoeflizienten Gy (W=l,.,.s0) 8ind sus

den Hauptunterdeterminantean der Watrix (-‘3! Juﬁ) (-Ax é) EAF
zusammengesebzt, sie xonnen daher sls folynome von g dargestellt

werden

FA
9:. k3 c"n + C.,H'E + Cp.g. £ e i F e {?féf?)

iir £—>0 geht der Ausdruck ff"#} in (463) iiber; die £ -frelsi
Glieder ¢, der Koelfizienten 3,.- 5ind also mit den
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Koeffizienten g, der Gleichung (163) identisch:
g =[(R-4i L) 58] =0 # tais + Cas €. (169)
Gt % e ¥ o Caa € e (170)
wit (169) una (170) folgt sus (167)
d" = &- (cnd *Cna &€ + GH.S'EI*'”--) (’f?‘f’)
K- ( L ar i
Grn-y + Cn-4,41 £ * €2 E *) * 9029t @na di *..-.
Das Verh#ltnis d¢ : &£ nEhert sich also unter der Voraussetzung
Gn-« ¥0 fir g—0 , d—»0 dem wert

tim ($) = g2t (172)

E=0
Cny¢ ist nack Gleichung (16§) der Koerffizient ven € in der
Determimante g} (&) -/(ﬂ—-,l“g} + E-Z:; . Entwickelt man diece

Determinante als Polynom von € , 80 ergibt sich als Keeffizient
von 5" die Summe simblicher FProdukbte aus den Unterdeterminsntan
¥ -ter Ordnung von & und den komplementiren Unterdeterminanten
(n=¥)-ter Ordnung von {Ui*/l,.lg ); der Koeffizient von £ bhetrigt

aleo
Ca S i blj'uij (4?3)

L =2
wenn b.ij dag ilement der i-ten Zeile und j-tan =palte der Uatrix
Z und W die durch Streichung der i-ten Zeile und der j—teu.
Bpalte aus der Matrix (ﬁnh;é] erhaltene und noch mit dem Faktor
(-1) 24 multiplizierte Unterdeterminante (n-1)-ter Ordnuns ist,
Die aus den Unterdeterminsnten Ui zusammengestellte und
transgonierte Matrix

Mg === Unn
ist die sdjungierte (vgl.Seite 423) der uatrix {{jt—l“é), erfiilll
filsc die Bedingung
(Q-Acf) W = W-(A-Af) = DA - ¢ = 0. (1%)

Ds /'l,;_ als einfacher Eigenwert vorsusgesetst ist, gibt es nur
@ine Ligenlbsung #« , die die Bedingung (&"lxé)'é#"‘ 0 erfiillt
mnd ebenso asuch nur einen Vektor 134 , der als Ligenzeile (Seite 89)
die Bedingung @-{H-J,éﬂ O erfiillt, lisch Gleichung ({174 ) sind
:f'ﬁaher séimtliche Spalten der Matrix M  dem Vektor é; und sémt-
1iche Zeilen von M dem Vextor 1?,;- nnd folgliech die Matrix 1/
‘gelbst der Llementsrmatrix gg-‘g;‘l" ?_ﬁ proportional .

Die Diagonalsumme der Klementarmatrix é’: iat = 1, die Dispgé-
gumme der Watrix M ist nach Gleichung (466)

2 uy = Qn-4
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Folglich ist
54 M: 3._‘-6.#. (4?'.5-)

Nach Gleichung (f+3) ist
Ch, s *ZE bl; Uy *S (.5: ‘?{) (f?é)
h}' ll .
wenn men mit S.'.- (ﬂ)allgemain die Ulisgonalsumae der latrix /A ]
bezeichnet, Wit (f2S) und (/P6)ergivt sich also sus Gleichung (172

e BElemenbtsrmatrix ,é ldfist gich sus den Figenlbsungs—
vek‘l*ml'e:n 5" und gﬂ, lalcht heq'l‘ruman. Ist die Grdsse disser
heiden Vektoren w‘l_]_lk‘ﬁrlich gewihlt und dsher die Diagonslsumme
der Matrix g‘} ? von 1 verachieden, so muss diese lMatrix noch
durch ikre Diagonalsumme dividiert werden.

Der linterschied zwischen den Werten Ax und zL bEv agt ncm.h,
Gleichurg (172#) néherungsweise

i =dp » de 2 E.*S;(«’r/'fn‘) = 9, (Eg gx) . (178)
Der grisstmbgliche Fehler ergibt eich dann, wenn jedes Llement '-’
der latrix & mit der entsprechenden Unterdeterninante wij 5180
auch mit dem entsprechenden Element der transponierten Elementar=

[—rﬂ

matrix é: = .g;”f 5. entweder das gleiche ogder durchweg das
entzezengesetzte Vorzeichen hat; denn in diesem Fall addieren aich
iB. Cpe* Zbi.,- Wi sémtliche kinzelfehler. J
deispiel: Die datrix P LR T
o By
SR T

besltet die Eigenwerte )l, = 165 , xL,= 5 4 A3 =2 ., Die Llenmente
der Latrix X' mbgen um = 1 % von denen der Matrix QX verscrieden.
sein, Z2u ermitteln sel die hichstmigliche ibweichung der Ligenwer
A [1ml,w,5} der Matrix &' von den obigen Werten A;
e sei O'= O+ 0,00 & , worin die Blemente der Natrix 2;‘1
der Grosse nech mit denen der lastrix ﬁ Uvereinstimmen; die Vor=
zelchen konnen jedoch verschlieden seln. Die Mlementarmatrizen ﬂ
datrix 1915 sind h
(2 83), -3 (37170) (0 B3

AT Wy 2\ 1 e .
iiir die prisstmbelichen Fehler der drei Higenwerte ergibt sichy
Gleichung ({#8) nihernngsweise

d}= Etgi © (12:945:6+42°345: 647-423:242-3+5:244,1) = 0,160

21%1 (12-1+5 142345 1671463  1e2°1e3 1447 1) = 0, 1453

a7y JESR <D Bl ALl O8Y = .00
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e 000

fir die pgrosstmbglichen PFehler der drei hipenwerte ergibt sich nseh
Gleichung niberungswelse

1]
I

ifﬁl - (129 « 56 4 2+3 456 3 P4 332 4 2.3 32 » 4°1) =0,160

Eigl <A1 ¢ Bl o+ L.+ 5:) # Y F) o+ 21 4 5T 4:1)=0, 1433

“ﬁ‘é‘l' : (lg=1+5-4+2~5+5-1+;F?-1E:.+5~EU+2-5+5-EU+*’*'25J = U062

also ; ]
16%0,160 , A= 5%0,1433 A, = 2%0,0962.

Diese grosstmOglichen Fehler ergeben sich nur dsan, wenn
simtliche Fehlar der n?® Elewente die hchstmdzliche Grdsse und
derartige Vorzeichen hsaben, dass cle simtlich im gleichen Sinne
auf dae Irgebnis einwirken. Nach den lHegeln der dahrscheinlichkeit
sind die tat=échlich zu erwartenden Fehler in den Ergebnissen
wesentlich geringer, 4

¢) Dle Ungepauligkeil der Rechnung.

Auseer diesen lehlern, die auf die Ungenaulgkeit der gegebenen
latrix zurickzufihren und daher unkontrollierbsr sind, werden noch
zusétzliche ¥ehler durch die Ungensuigkeit der Kechnung hervorge-
rufen., Belspielswelse muss bel jeder nmit dem Rechenschieber ausge-
flhrten Wultiplikation oder Division mit einer Ungenavigkelt etwa
in der Grbssenordnuns von = Oyl % merechnet werden, Jeder dieser
Fehler beeinflusst in bestimmbtem Mass das Zndergebnis,

lian xann, @hnlich wie es fiix die Uungenaulgkeiten der Llemente
gezelgl wurde, auch die Linfliisse aller Rechnungsungerauigkeiten
auf das kPrgebnis zueinander sddieren und auf diese Weise den zrésst=
mGzlichen Gesamtfehler bestimmsn, Der tatsichliche zu erwartende
Fehler kann nach Nahrscheinlichkeitsregeln abgeschiitzt werden; er
wird im allgemeinen nur einen Bruchteil des grésstmoglichen Fahlers
ausmachen, ‘ ‘a 5

Von einer vergleichenden Untersuchung beziglich der mit den
verachiedener Verfshren erreichbaren Lensuigkeit sei sbgesehen,
Uie Unterschiede zwischen den fiir die Berechnung simtlicher Ejzen-
werte hsupltizichlich in Betrecht kommenden Verfahren (Abschnitte Ig,
d, IL, 111 1 und V) scheinen nicht sehr betréchtlich zu sein.
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d) Nachpriifung der Gensuigkeit. v

Die Genauigkeit der errechneten Limenwerte kann durch Lin-
setzen in die S&kulardeterminante (2) oder, wenn such die ent-
sprechenden kigenlosungen bekaant sind, durch Linsetzen irn das
gegebene Jleichungssystem (1) nachgepriift werden. liit den genauen
Ligenwerten A; milsste sich

Dx) =lo-difl =0 wa (A-2ig) g =0

!
ergeben, Abweichende Lrzebnisse D(A:J*G und (I?L-J;)-g;#ﬂ
kOnnen nach Abschnitt I1I bazw.IV zur nachtréglichen Verbesserunz
der Genauigkeit benutzt werden,

7. Anwendungszweck der einzelnen Verfahrer,

Abschliessend sei noch einmal in kurzeré&usammenfasaung auf
die Vor- und Nechteile der einzelnen Verfshren eingegangen. llan
kann die beschriebenen Verfahren zunichst in zwel Hauptgruppen
einteilen:

. &) Allgemeine Verfahren, die zur Berechnung simtlicher Lipen—
werte dienen und grundsétzlich in jedem Fall zu diesem
Zweck benutzt werden kdnnen. Hierzu gehiren die in den
Abschnitten 1, I1, III 1 und V behandelten Verfahren,

&) Néherungsverfahren, die hazuptsichlich zur genaueren Zarech-
nung einzeloner in grober Ainndherung berelts im voraus be-
kannter Eigenwerte uud DigenlUsungen dlenen und die nur dann
mit Vortell benutzt werden kbnnen, wern zewisse Vorbedin-
gungen fir ihre Lonvermenz erfiillt sind. Hierzu pehiren

ausser den lZherungsverfshren nach Abschnitt III 2, IV
%

und VYIII auch die in den Abschaitten VI und VII behan-

delten Verfahren,

A, Allgemeine Verfahren,

Ueber den erforderlichen Arbeitsaufwand bel den sllgemeinen
Verfahren gibi-dle Zashlentafel auf GSeite 47 (Gruppe 4) einen
puten Ueberblick, Ware dieser zahlemmuassige Vergleieh fiir die Aus-

wahl des Verfshrens allein massgebend, so misste z.B. flir n=% dae

Verfshren 1 b, fiir n >5 immer das Verfahren I 4 allen snderen Ver-

fahren vorgezogen werden.
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In den weiteren Betrachbtungen dieses Abschnittes wurde aber

ibereits gezelgt, dass noch zahlreiche andere Gegebenhelten bel

der Nahl des Verfahrens bericksichtigt werden miizsen. Gerade
das Verfahren 1 d erfordert zur finhaltung des zweckmissigsten
Rechnungsgzanges und zur sicheren Vermeidung von Hechenfehlern
eine besondere Aufmerksamkeit,

Das Verfahren nach Abschnitt 1 zeichret sich demgegeniiber
durch einen besonders iibersichtlichen Rechnungsganz ausi man
wird daher dieses Verfshren oft bevorzugen, sofern der iehrauf-
wand an Rechencoperationen nicht allzu gross ist, zlso etwa bel
n=3%, 4 oder 5.

Das Verfahren nach Abschnitt [LI 1 erfordert meistens eine
etwas grissexren Arbeitsaufwand als das Verfahren Il. &5 kann je-
doch besonders dann mit Vortell verwendet werden, wenn ein oder
menhrere Vertepaare a,LM#im voraug bekannt sind, ferner dann,
wenn die S&kulargleichung in der ungeordneten form (f@f ) mexzeben
ist. Ein welterer Vortell dieses Verfzhrens ist, dasss man die
errechneten Wertepaare «,Dfx) in vielen Fellen unmittelbar zur
zelchnerischen iliberschligigen Eralttlung der Ligenwerte verwenden
kann,

Glied- oder gruppenweises fusmiltiplizieren der Siékulardeter-
minante (Abschnitt I a, b) kommbt praktisch wohl nur fiir 2- oder
h-reihige lMatrizen in Betracht, susserdem u.U. dann, wenn eine
gErosse Anzahl von Elementen = O ist. |

Ugs einzige unter den beschriebenen allgemeinen Verfahrea,
das auch bei n & & keinen wesentlich grissersn Arbeitszufwand
erfordert, als das Verfahren I 4, zugleicr aber wichtige Vorteile
mit sich bringt, ist das in Abschnitt V behandelte Verfahren.

Pie wichtigsten Vorteile sind: Der einfache und libersicht-
liche Hechnungsgasng, die mit Rechenmaschinen besonders bequem
durchfihrbare Bildung von cummen aus Irodukten, die einen wesent-
lichen Teil der gesamben [echnung ausmacht,und schliesslich die
ausserordentlich einfache und rasche Frmittlung der Ligenlosungen,
gie zur Nachprifung uand bei ungemigender Gensuigkeit zur Verbesse-
rung der Lrgebnisse benutzt werden kénnen,

Als einziger Nachteil dieses Verflashrens muss beachtet werden,
dass u.U. bel unginstiger Wahl des Vektors j, ginzelne Kigen=-
Losungen und folglich auch die entsprechenden Ligenwerte tiber-
haupt nicht oder nur ungenau erfasst werden, 80 dass egebenenfalls
die vWiederholung der lechoung mit einem anderen Anfangsvektor not-

wendig 1Hbtfﬂbwuhl bei der Anwendung des Verfahrens V immer mit der
: vyl Abschn ¥ ¥
175




173

UBglichkeit dieses unerwlnschben Zufalles gere;hnet werden muss,
diirften doch wohl in den meizten Fiallen die Vorteile dieses Ver-
fahrens den Ausschlagz geben,

b, Ranerungsverfahren,

lidkerungsverfahren eignen sich zur Verwendung in folgenden
Fallent

1) wenn nur eineceline, durch irgendwelche Nebendedingungen von
vornherein festzelegte Eigenwerte und Ligenldzungen gesucht sind,

2) wenn die Gensuigkeit der mitlels anderer Verfahren gefundenen
Ergebnisse nicht susreicht und daher elne Verbesserung ndlipg

ist,

%) .U, such dann, wenn samtliche Eipenwerte berechnet werden
sollen, wenn jedoch die Vorausbestimmung einzelner Eipgenverte
und Eipenlisungen in besonders eiafacher VWeise moglich ist.
Die wvorausberechneten Werbe kénnen dann, wis auf Seite 161 ge-
zeigt, mit geringem Arbeitssufwand zum Eliminieren einzelner
Unbekannter aus dem Gleichunzssystem (1) benutzt werden.

Die Verwendung des lliherungsverfahrens nach Abschnitt IL[ 2
kommt denn in Betracht, wenn zur Nachprifung eines aul irzendeinem
eg ernittelten ~igenwertes ,l; die Delerminznte _D{A;J berechnet
wird and sich hisrbei ein von O verschiedener Wert ergibt., Ferner
muss fiir die Interpolstion mindestens ein weiteres Wertpaar o, Dix)
cder niherungsweise der gesamte Verlauf der Poarabel D{A) bekannt
sein., Oind diese Vorsussetzungen nicht erfiillt, so wird es im
allgemeinen zweckmissiger sein, die dem errechneten Higenwert
entsprechende Ligenldsung zu ermitteln und diese zur Nachpriifung
und gegebenenfalls zur Verbesserung der Gensulgkeit zu benutzen,

Die Verfahren VI und VII eighen sich besonders zur Bestim—
mung des grossten Uigenwertes und der entaprechenden higenlosung.
Die Voraussebzungen, unbter denen eine rasche Konvergenz zu er-
warten und daher die Verwendung dieser Verfahren zu empfehlen ist,
wurden asuf Geite 400 =rdrtert, Dle bignung dieser Verfahren zur
Lrmittlang weiterer tizenwerte und BigenlGsungen kann erst nuch
Brmittlung des grossten Ligenwerles bzw, der entsprechenden ligens
ldsung oder #lementarmatrix peprift werden,

dind die ppelten der zu untersuchenden Matrix anabhernd
perallel, 8o lst auch [ur die Ermlittlung zéimblicher kigenwerte
elne Vorausbestimmung des grossten blgenwertes oft vorteilhaft,

Man kann denn fir die Berechnung der iidrigen Ligenwerte die

Matrix <F = &'z‘_-,i‘.-ét verwenden, aus deren ligenwerten
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o B A (A=A leicht die Werte A; srrechnet werder kinnen,
Ferner kenn der iigenwert A, mit der Eigenl@sung 21 4 wie auf
sSeite {61 gezeigt, zur BElimination einer Unbekarnnten aus dem
Gleichungesystem (1) benutzt werden.

ur genaveren 3erefanung irzendwelcher niherungsweise bekannber

iigenwerte eignen sich wohl am besten die in Abschnitt IV beschrie-
benen lisherungsveriahren. Uiese Verfshren hshen den wichtigen Vor-
teil, dass nur ein geringer Leil der %echrung, mémlich die Be-
stimmung des Fehlervektors g£ = ((i-4; g} wegen der Bildung
kleiner Differenzen sus grossen Zahlen mlt hoher Gensuigkeit durch-
gefihrt werden muss; dieses Ausmultiplizieren kenn mit Hilfe einer
fechenmaschine sehr'haquﬂm und resch und mit beliebiger Genauigkeit
durchgefilhrt werden. Dageien ist fur die Auflésungz des linearen
Gleickungssystems (17) bzw. (Z0) keine besonders hohe Genauiz—
keit erforderlich, ds es sich dabei nur wum dis Berechnung von Kor-
rekturgliedern hendelt. ian xanrn fiir diese Reclimang den Hechen
schieber verwenden, der sich gerade filr die Durchfthrubi won E]i-
minationsrechnungen besonders gut eignet.

OFft wird bereits der erste Niherungssechritt (IV 1) sur lirFeie
chung der erforderlichen Gensuigkeit geniigen, Zur Kentrolle empl lull

as =1
(IV 2

Wi

oder 3) durchzufiihren, zumal der hierfiir erforderliche zusilge
liche Arbeitsaufwand sehr gering ist.

ch sber immer, mindestens noch einen weiteren Niherungsschrlls

Die Benutzung der verbesserten Rigenlosung (IV 2) zur weileren

| Verbesserung der Genauigkeit ist inscofern besonders vorteilh aft,

gls dabei, wie auf Seite ¥6 gezmeigt, ein leil der Eliminations—
rechrnung eingespart werden kann, Ferner ist die Verwendung der v

I":-}-L.‘_‘
H ¥ ik 2 !
besserten Ligenldsung dann zu empferluu, nenn der Ndherungzswert A;
‘dereits ziemlich genau 15t,jdf% benutete angendherte luic Erlu.uujéf

‘nur Uberschligig ermittelt wurde,

1

Die Senutzung des verbecserten Eigenwertes (1V 3) kommt bhe-
fEonders dsnn infrage, wenn gut angenéherte Ligenwerte durch be-
‘schleunighe Verfahren (IV 4) ermittelt wurden, ohne dass eine ent~
@prechend genpue Niherung fiur die Ligenldsung beksnnt ist.

| Sind die benutzten Niherungswerte AF und gi derartig unge-
dase die Fonvergenz der Niherungsverfshren IV 2 oder 3 zu

sam fortschreiten wiirde, so empfiehlt sich eine vollstindige
:éadarhalung der Eéhﬂruugsrechning{f? Ejunber Benubzune des ver—
esserten Niherungswerbtes A;I.EEE der verbeaserten ng&nlﬁsmﬁ;g{
Sind stimtliche n EigenlSsungen einer latrix néheruncswelse

annt und samtlich oder wenigstens zum grdsseren leil noch ver—
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besserungshedirftig, s0 kann auch das in Absebnitt VIII
bene Verfahren mit Vorteil verwendet werden. Meisteas wird m
sich jedoch auif die Yerbesserung einzelner Figanlﬁmgeﬂ L _
figenwerte beschrinken kinnen und daher die in Abschaitt ﬁ"*
schriebenen ’Fﬂ#ahmn hevorzugen.




